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Εισαγωγή

Η ανισότητα Brunn–Minkowski αποτελεί ένα από τα κεντρικά αποτελέσματα της
κυρτής γεωμετρίας. Στη βασική της μορφή συνδέει τον όγκο δύο υποσυνόλων A,B,
του Rn με τον όγκο του αθροίσματός τους κατά Minkowski, δηλαδή το σύνολο

λA + (1− λ)B, λ ∈ (0, 1).

Το εντυπωσιακό είναι ότι μια φαινομενικά απλή ανισότητα για όγκους περιέχει,
ως συνέπειες, θεμελιώδη αποτελέσματα όπως την ισοπεριμετρική ανισότητα, τη
θεωρία των μικτών όγκων, την ανισότητα Minkowski, καθώς και συναρτησιακές
ανισότητες τύπου Prékopa–Leindler και Borell–Brascamp–Lieb. Στην εργασία με-
λετάται η αντίστοιχη ανισότητα για το γκαουσιανό μέτρο και η πρόσφατη επίλυση
της συμμετρικής εικασίας Gardner–Zvavitch.

Κλασική Brunn–Minkowski

Έστω A,B μη κενά συμπαγή υποσύνολα του Rn. Τότε, για κάθε λ ∈ (0, 1), ισχύει
|λA + (1− λ)B|1/n ≥ λ|A|1/n + (1− λ)|B|1/n,

όπου | · | δηλώνει τον n-διάστατο όγκο Lebesgue.

Λογαριθμικά κοίλα μέτρα

Ένα Borel μέτρο µ στον Rn λέγεται λογαριθμικά κοίλο αν για κάθε Borel σύνολα
A,B ⊆ Rn και κάθε λ ∈ (0, 1) ισχύει

µ(λA + (1− λ)B) ≥ µ(A)λµ(B)1−λ.

Ένα μέτρο πιθανότητας είναι λογαριθμικά κοίλο αν και μόνο αν είναι απολύτως
συνεχές ως προς το μέτρο Lebesgue και έχει λογαριγμικά κοίλη πυκνότητα.
Παίρνοντας σύνολα K,L με το L να μετατοπίζεται μακριά από το 0 διαπιστώνουμε
ότι η ανισότητα δεν μπορεί να γενικευτεί για λογαριθμικά κοίλα μέτρα πιθανό-
τητας. Με την επιπλέον υπόθεση συμμετρικότητας για τα σύνολα, το πρόβλημα
παραμένει ανοιχτό για λογαριθμικά κοίλα μέτρα πιθανότητας, όμως λύθηκε για
το μέτρο του Gauss από τους Εσκενάζη και Μοσχίδη.

Το μέτρο του Gauss

Το μέτρο του Gauss έχει πυκνότητα ως προς το μέτρο Lebesgue,

dγn(x) =
1

(2π)n/2
e−|x|2/2 dx.

Το γκαουσιανό μέτρο είναι λογαριθμικά κοίλο. Το βασικό αντικείμενο της εργασίας
είναι η απόδειξη του παρακάτω θεωρήματος:
Έστω K,L ⊆ Rn συμμετρικά κυρτά σύνολα. Τότε, για κάθε n ∈ N και κάθε λ ∈
(0, 1), ισχύει

γn(λK + (1− λ)L)1/n ≥ λγn(K)1/n + (1− λ)γn(L)
1/n.

Το θεώρημα Kolesnikov - Livshyts

Έστω n ∈ N και δ ∈ [0, 1] τέτοιο ώστε για κάθε K συμμετρικό και κυρτό υποσύνολο
του Rn κάθε συμμετρική λεία συνάρτηση u : K → R με Lu = 1 στο K ικανοποιεί∫

∥∇2u∥2HS + |∇u|2 dγK ≥ δ

n
.

Τότε για κάθε K,L συμμετρικά, κυρτά υποσύνολα του Rn και για κάθε λ ∈ (0, 1)
ισχύει

γn(K + (1− λ)L)
δ
n ≥ (1− λ)γn(L)

δ
n + γn(K)

δ
n.

Συμβολισμός:

∥A∥2HS =
∑
i,j

a2ij, Lu(x) = u(x)−
n∑
i=1

xi∂iu(x), γK(A) =
γn(A ∩K)

γn(K)
.

Το θεώρημα των Εσκενάζη και Μοσχίδη

Για κάθε n ∈ N και για κάθε K συμμετρικό, κυρτό υποσύνολο του Rn,
κάθε λεία συμμετρική συνάρτηση u : Rn → R με Lu = 1 στο K ικανοποιεί∫

∥∇2u∥2HS + |∇u|2 dγK ≥ 1

n
.

Απόδειξη: Συμβολίζουμε Â = A − tr(A)
n Id, το traceless μέρος του A. Οπότε

για λεία συνάρτηση u : K → R, όπου το K είναι κυρτό και συμμετρικό
σύνολο, έχουμε

∇̂2u = ∇2u− ∆u

n
Id.

Επομένως λόγω ορθογωνιότητας έχουμε

∥∇2u∥2HS = ∥∇̂2u∥2HS +
(∆u)2

n
.

Συνδυάζοντας αυτές τις ταυτότητες με την εξίσωση Lu = 1, παίρνουμε

∥∇2u∥2HS = ∥∇2(u− r)∥2HS +
2

n
∆u− 1

n

= ∥∇2(u− r)(x)∥2HS +
2

n

n∑
i=1

xi∂iu(x) +
1

n
.

Για την απόδειξη είναι απαραίτητη η ανισότητα Brascamp-Lieb: Έστω β > 0
και V : Rn → R με ∇2V ≥ βId. Τότε, αν dµ(x) = e−V (x), για κάθε λεία
συνάρτηση f : Rn → R ισχύει

Varµ(f ) :=
∫

f 2 dµ−
(∫

f dµ

)2

≤ 1

β

∫
|∇f (x)|2 dµ(x)

Ειδικότερα, αφού κάθε ∂i(u− r) είναι περιττή και το K συμμετρικό, έχουν
μέση τιμή 0, ως προς το γK και επομένως

n∑
j=1

∫
(∂i∂j(u− r))2 dγK ≥

VarγK(∂i(u− r)) =

∫
(∂i(u− r))2 dγK.

Παίρνοντας άθροισμα ως προς i καταλήγουμε στην∫
∥∇2(u− r)∥2HS dγK ≥

n∑
i=1

∫ (
∂iu(x)−

xi
n

)2

dγK

=

∫
|∇u(x)|2 − 2

n

n∑
i=1

xi∂iu(x) +
|x|2

n2
dγK.

Τέλος συνδυάζοντας αυτή την ανισότητα με την προηγούμενη ταυτότητα
παίρνουμε∫

∥∇2u∥2HS + |∇u|2 dγK ≥
∫

2|∇u(x)|2 + |x|2

n2
+

1

n
dγK ≥ 1

n

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.
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