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Συνοπτικὴ περιγραφή

1. Συζητήθηκε ὁ γεωµετρικὸς τόπος τῶν σηµείων, τὰ ὁποῖα ϐλέπουν ἕνα δεδοµένο

εὐθύγραµµο τµῆµα ὑπὸ δεδοµένη γωνία (τοῦ διαστήµατος (0, π). ᾿Ισχυρὴ σύσταση:

Μελετῆστε τὸ ἐδάφιο 6.4 τοῦ σχολικοῦ ϐιβλίου !

῾Ως ϐασικὲς ἐφαρµογὲς αὐτοῦ τοῦ γεωµετρικοῦ τόπου δόθηκαν δύο κατασκευὲς

τριγώνου ABC: ῾Η πρώτη, ὅταν δίδονται τὰ στοιχεῖα a,∠A, υa, καὶ ἡ δεύτερη, ὅταν

δίδονται τὰ στοιχεῖα a,∠A,µa.

2. Εὐθεία Simson - Θεώρηµα. Οἱ προβολὲς X,Y,Z τυχόντος σηµείου P τοῦ περιγε-

γραµµένου περὶ τὸ τρίγωνο ABC κύκλου ἐπὶ τὶς πλευρὲς τοῦ τριγώνου εἶναι σηµεῖα
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Σχῆµα 1: Εὐθεία Simson

συνευθειακά. Γιὰ τὴν ἀπόδειξη δουλέψαµε µόνο µὲ τὶς PX καὶ PZ (ἀγνοώντας τὴν

PY ) ἀποδεικνύοντας, ὡς λῆµµα, ὅτι (ϐλ. σχῆµα 2) ἡ εὐθεία XZ εἶναι παράλληλη

πρὸς τὴν AQ.

Συνοπτικὴ ἀπόδειξη τοῦ λήµµατος : PXBZ ἐγγράψιµο (δύο ἀπέναντι γωνίες του

εἶναι ὀρθές) ⇒ ∠PZX = ∠PBX = ∠PBA = (ἐγγεγραµµένες γωνίες) ∠PQA.

Ἄρα οἱ XZ καὶ AQ, τεµνόµενες ἀπὸ τὴν PQ, σχηµατίζουν ἐντὸς - ἐκτὸς - ἐπὶ τὰ
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Σχῆµα 2: Εὐθεία Simson (Λῆµµα)

αὐτὰ µέρη γωνίες ἴσες.

Ἂν στὸ λῆµµα, ἀντὶ τῶν PX καὶ PZ, δουλεύαµε µὲ τὶς PY καὶ PZ, ϑὰ καταλή-

γαµε, κατ’ ἀναλογίαν, στὸ συµπέρασµα ὅτι ἡ XY εἶναι παράλληλη πρὸς τὴν AQ.

Καθώς, ὅµως, οἱ XY καὶ XZ εἶναι παράλληλες πρὸς τὴν ἴδια εὐθεία (τὴν AQ), τὸ

συµπέρασµά µας εἶναι ὅτι τὰ σηµεῖα X,Y,Z εἶναι συνευθειακά, ποὺ ἀποδεικνύει

τὸ Θεώρηµα τοῦ Simson.

3. Σηµεῖο Fermat τριγώνου - Θεώρηµα. Μὲ ϐάση τὶς πλευρὲς τριγώνου, ἐξωτερικῶς

αὐτοῦ, κατασκευάζοµε ἰσόπλευρα τρίγωνα BCA′, CAB′, ABC ′. Τότε, οἱ εὐθεῖες
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Σχῆµα 3: Σηµεῖο Fermat

AA′, BB′ καὶ CC ′ διέρχονται διὰ τοῦ αὐτοῦ σηµείου, ἔστω F , τὸ ὁποῖο καλεῖται σηµεῖο

Fermat τοῦ τριγώνου. Κάθε πλευρὰ τοῦ τριγώνου ϕαίνεται ἀπὸ τὸ F ὑπὸ γωνία 2π/3.

Ἀπόδειξη : Στὸ σχῆµα 3 ἔχοµε ϕέρει τὶς εὐθεῖες AA′ καὶ CC ′, καὶ ἔστω F τὸ σηµεῖο

τοµῆς τους. Θὰ δείξοµε ὅτι τὰ σηµεῖα B,F,B′ εἶναι συνευθειακά, ἄρα, στὸ σχῆµα,

ϐλέποµε τὰ σηµεῖα αὐτὰ σὰν νὰ σχηµατίζουν γωνία, ἡ ὁποία ἀποδεικνύοµε ὅτι

εἶναι ἴση µὲ 180o, ὡς ἑξῆς (συνοπτικά): △BAA′ = △BC ′C (στροφὴ τοῦ πρώτου

τριγώνου, µὲ κέντρο τὴν κορυφὴ B κατὰ 60o) ⇒ ∠FAB = ∠FC ′B ⇒ FAC ′B
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ἐγγράψιµο ⇒ ∠AFB = 120o ⇒ ∠BFA′ = 60o = ∠BCA′ ⇒ FBA′C ἐγγράψιµο

⇒ ∠A′FC = 60o ⇒ FAB′C ἐγγράψιµο ⇒ ∠AFB′ = 60o. Ἄρα, ∠BFB′ =
∠BFA + ∠AFB′ = 120o + 60o = 180o.

᾿Ισχυρὴ σύσταση: Νὰ ἐπαναλάβετε τὴν παραπάνω ἀπόδειξη στὴν περίπτωση ποὺ

µία ἀπὸ τὶς γωνίες τοῦ τριγώνου εἶναι > 120o, ὅπως στὸ σχῆµα 4, ὁπότε, καθὼς

ἀποδεικνύεται, τὸ σηµεῖο Fermat ϐρίσκεται ἐκτὸς τοῦ τριγώνου. Σ’ αὐτὴ τὴν
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Σχῆµα 4: Σηµεῖο Fermat-Περίπτωση γωνίας > 120o

περίπτωση (παρατηρῆστε ὅτι, τώρα, τὸ F δὲν εἶναι µεταξὺ τῶν B,B′, ὅπως πρίν) ϑὰ

µιµηθεῖτε τὴν προηγούµενη ἀπόδειξη, ἀλλὰ ϑὰ καταλήξετε στὴν ἰσότητα ∠AFB =
60o = ∠AFB′, ποὺ συνεπάγεται τὴν ‘εὐθυγράµµιση’ τῶν σηµείων F,B,B′.
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