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Συνοπτικὴ περιγραφή

Συζητήθηκαν κάποιες ἀπὸ τὶς Γενικὲς Ἀσκήσεις τοῦ ἐδαφίου 9.7, σελίδα 204 τοῦ σχολικοῦ
ϐιβλίου.

1. Θεωροῦµε δύο εὐθεῖες ε1, ε2, ποὺ ὁρίζονται ἀπὸ τὰ σηµεῖα A,B καὶ C,D, ἀντιστοίχως.

Ἂν οἱ εὐθεῖες εἶναι κάθετες, ἀποδεῖξτε ὅτι ἰσχύει ἡ σχέση AC2 −AD2 = BC2 −BD2
.

Ἀντιστρόφως: Ἂν ἰσχύει ἡ σχέσηAC2−AD2 = BC2−BD2
, τότε οἱ ε1, ε2 εἶναι κάθετες.

῾Η ἄσκηση λύνεται µὲ ἁπλῆ ἐφαρµογὴ τοῦ Β΄ Θεωρήµατος τῆς ∆ιαµέσου. Γιὰ τὴν
ἀπόδειξη τοῦ ἀντιστρόφου εἶναι απαραίτητο νὰ ξέροµε ὅτι τὰ σηµεῖα A καὶ B ἀνήκουν
στὸ ἴδιο ἡµιεπίπεδο ὡς πρὸς τὴ µεσοκάθετο τοῦ εὐθυγράµµου τµήµατος CD. Αὐτὸ
ἰσχύει, ὅµως, διότι, ἡ σχέση AC2−AD2 = BC2−BD2 συνεπάγεται ὅτι AC > AD ⇔
BC > BD, δηλαδή, τὸ A ἀνήκει στὸ ἴδιο ἡµιεπίπεδο µὲ τὸ D (ὡς πρὸς τὴ µεσοκάθετο
τοῦ CD), ἂν καὶ µόνο ἂν τὸ B ἀνήκει στὸ ἴδιο ἡµιεπίπεδο µὲ τὸ D.

2. ῎Εστω τρίγωνο ABC καὶ AD ἡ διχοτόµος τῆς ∠A (D τὸ σηµεῖο τοµῆς τῆς διχοτόµου µὲ

τὴν πλευρὰ BC). Ἀποδεῖξτε ὅτι AB ·AC = AD2 +DB ·DC.

Γιὰ τὴν ἀπόδειξη ἐφαρµόσαµε τὸ ϑεώρηµα τοῦ Stewart (µάθηµα 16ο) καὶ πήραµε τὴ
σχέση

DB ·AC2 +DC ·AB2 = BC(AD2 +DB ·DC) .

Μὲ τὸν καθιερωµένο συµβολισµό, BC = a, CA = b καὶ AB = c. Ἀπὸ τὸ ϑεώρηµα
τῆς ἐσωτερικῆς διχοτόµου, DB/DC = AB/AC = c/b, ἄρα DB = ac/(b + c), DC =
ab/(b+c) καὶ ἀντικαθιστώντας στὸ ἀριστερὸ µέλος τῆς παραπάνω σχέσης, ὑπολογίζοµε
εὔκολα ὅτι αὐτὸ ἰσοῦται µὲ abc = BC · AB · AC. Ἄρα, τὸ δεξιὸ µέλος τῆς παραπάνω
σχέσης, BC(AD2 +DB ·DC), ἰσοῦται µὲ BC ·AB ·AC, ποὺ εἶναι τὸ ἀποδεικτέο.

3. ῎Εστω ABC ὀξυγώνιο τρίγωνο, M τὸ µέσο τῆς πλευρᾶς BC καὶ BD τὸ ὕψος ἀπὸ τὴν

κορυφὴ B. Ἀποδεῖξτε ὅτι AM2 = BM2 +AD ·AC.

Γιὰ τὴ λύση της δόθηκαν οἱ ἑξῆς ὑποδείξεις : ῾Η ἀποδεικτέα εἶναι ἰσοδύναµη µὲ τὴν
MA2 −MC2 = AD · AC. ᾿Εφαρµογὴ τοῦ Β΄ Θεωρήµατος τῆς διαµέσου στὸ τρίγωνο
MAC γιὰ τὸν ὑπολογισµὸ τοῦ ἀριστεροῦ µέλους. Θὰ χρειαστεῖτε τὸ µέσο N τῆς AC
καὶ τὴν προβολὴ E τοῦ M πάνω στὴν AC. Ἀποδεῖξτε ὅτι AD = 2 ·NE.
Γιὰ νὰ εἶναι πλήρης ἡ ἀπόδειξη, χρειάζεται ν’ ἀποδείξει κανεὶς ὅτι AM > MC ἤ,
ἰσοδύναµα, AM2 > a2/4. Ἀλλά, ἀπὸ τὸ Α΄ Θεώρηµα τῆς ∆ιαµέσου στὸ τρίγωνο ABC,
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ἔχοµεAM2 = b2+c2

2 − a2

4 , ἄρα, ἡ σχέσηAM2 > a2/4 ἰσοδυναµεῖ µὲ τὴν b2+c2−a2 > 0,
ποὺ ἰσχύει, ἀφοῦ ἡ γωνία ∠A εἶναι ὀξεία.

4. ῎Εστω ὅτι στὸ τρίγωνο ABC οἱ διάµεσοι BM καὶ CN τέµνονται καθέτως. Ἀποδεῖξτε ὅτι

b2 + c2 = 5a2
. (a = BC, b = CA, c = AB.)

∆όθηκε οἱ ἑξῆς ὑποδείξεις : ῎Εστω AK ἡ διάµεσος ἀπὸ τὸ A καὶ G τὸ σηµεῖο τοµῆς τῶν
διαµέσων (κέντρο ϐάρους). Θυµηθῆτε ὅτι, ἂν GK = x, τότε AK = 3x. Ἀφ’ ἑτέρου,
GK εἶναι διάµεσος καὶ τοῦ τριγώνου GBC, τὸ ὁποῖο εἶναι ὀρθογώνιο στὸ G, ἄρα . . . .
᾿Εφαρµογὴ τοῦ Α΄ Θεωρήµατος τῆς ∆ιαµέσου στὸ τρίγωνο ABC.

5. ῎Εστω ὀξυγώνιο τρίγωνο ABC, AM ἡ διάµεσος ἀπὸ τὸ A καὶ D ἡ προβολὴ τοῦ M πάνω

στὴν εὐθεία AB. Ἀποδεῖξτε τὴ σχέση BC2 = 3 ·AB2 +AC2 − 4 ·AB ·AD.

῾Υποδείξεις : Παρατηρῆστε ὅτι, στὸ τρίγωνο MAB, οἱ γωνίες, ποὺ ἀντιστοιχοῦν στὶς
κορυφὲς A καὶ B εἶναι ὀξεῖες καί, συνεπῶς, τὸ σηµεῖο D ϐρίσκεται µεταξὺ τῶν B
καὶ A. ᾿Εφαρµογὴ τῆς γενίκευσης τοῦ Πυθαγορείου Θεωρήµατος στὸ τρίγωνο ABM :
BM2 = AB2 + AM2 − . . .. Ἀπὸ τὸ Α΄ Θεώρηµα τῆς ∆ιαµέσου, τὸ AM2 ἐκφράζεται
συναρτήσει τῶν a2, b2, c2 . . . .

6. Σὲ κύκλο κέντρου O καὶ ἀκτίνας R ϑεωροῦµε µιὰ ἀκτίνα OA σταθερή. Χορδὴ BC τοῦ

κύκλου µετακινεῖται ἔτσι ὥστε νὰ παραµένει παράλληλη πρὸς τὴν OA. Ἀποδεῖξτε ὅτι,

ὁποιαδήποτε κι ἂν εἶναι ἡ ϑέση τῆς BC, ἰσχύει AB2 +AC2 = 4R2
.

῾Υπόδειξη : ῎Εστω M τὸ µέσο τῆς BC. Παρατηρῆστε ὅτι τὸ OM εἶναι κάθετο στὴν BC
καὶ στὴν OA. ᾿Εφαρµογὴ τοῦ Α΄ Θεωρήµατος τῆς ∆ιαµέσου στὸ τρίγωνο ABC.
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