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Συνοπτικὴ περιγραφή

Στὸ 9ο µάθηµα µιλήσαµε γιὰ τὴ δύναµη σηµείου ὡς πρὸς κύκλο. Εἶναι χρήσιµο νὰ τὴν

ὁρίσοµε ‘προσηµασµένη’, δηλαδή, ϑετική, ἂν τὸ σηµεῖο εἶναι ἐκτὸς τοῦ κύκλου, ἢ πάνω σ’

αὐτόν, καὶ ἀρνητική, ἂν τὸ σηµεῖο εἶναι στὸ ἐσωτερικὸ τοῦ κύκλου. Τὴν (προσηµασµένη)

δύναµη τοῦ σηµείου P ὡς πρὸς τὸν κύκλο (C) συµβολίζοµε D
(C)
P . ῎Εστω ὅτι ὁ κύκλος (C)

ἔχει κέντρο O καὶ ἀκτίνα R. Σύµφωνα καὶ µὲ ὅ,τι εἴπαµε στὸ 9ο µάθηµα,

D
(C)
P =

{

PA · PB = PT 2 = PT ′2 = PO2 − R2

−P ′A · P ′B = P ′O2 − R2

(ϐλ. σχῆµα 1, ὅπου οἱ PT καὶ PT ′ εἶναι ἐφαπτόµενες) ∆εῖτε καὶ ἐδάφιο 9.7, σελίδες 199-205
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Σχῆµα 1: (Προσηµασµένη) ∆ύναµη σηµείου ὡς πρὸς κύκλο

τοῦ σχολικοῦ ϐιβλίου.

Ἀσχοληθήκαµε µὲ τὸν ϱιζικὸ ἄξονα δύο κύκλων: Εἶναι ὁ γεωµετρικὸς τόπος τῶν σηµείων

P , τὰ ὁποῖα ἔχουν ἴσες δυνάµεις ὡς πρὸς δύο δοθέντες κύκλους. Στὸ σχῆµα 2, Ϲητοῦµε τὸν

γεωµετρικὸ τόπο τῶν σηµείων P , τὰ ὁποῖα ἔχουν τὴν ἰδιότητα D
(C1)
P = D

(C2)
P . Ἀλλὰ αὐτὴ
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Σχῆµα 2: Ριζικὸς ἄξονας

ἡ σχέση ἰσοδυναµεῖ µὲ τὴν PO2
1 − R2

1 = PO2
2 − R2

2, ἄρα, µὲ τὴν PO2
1 − PO2

2 = R2
1 − R2

2.

Τὸ δεξιὸ µέλος εἶναι σταθερὴ ποσότητα, ἄρα, σύµφωνα µὲ τὸ 17ο µάθηµα, ὁ γεωµετρικὸς

τόπος τοῦ P εἶναι µία εὐθεία (a), κάθετη στὴν O1O2, ποὺ ἀπέχει ἀπὸ τὸ µέσο M τοῦ O1O2

ἀπόσταση ἴση µὲ
|PO2

1 − PO2
2|

2 · O1O2
.

Προφανῶς, ὁ ἴδιος συλλογισµός ἐφαρµόζεται, ἄρα καὶ τὸ ἴδιο συµπέρασµα ἰσχύει, ὁποιαδή-

ποτε σχετικὴ ϑέση κι ἂν ἔχουν οἱ δύο κύκλοι, ἀρκεῖ τὰ κέντρα τους νὰ εἶναι διαφορετικά.

Στὴν περίπτωση, ὅµως, ποὺ οἱ κύκλοι τέµνονται ἢ ἐφάπτονται (ἐσωτερικὰ ἢ ἐξωτερικά), ὁ

ϱιζικὸς ἄξονας σχεδιάζεται ἁπλούστατα : Εἶναι ἡ κοινὴ χορδή, ἢ ἡ κοινὴ ἐφαπτοµένη, ἀν-

τιστοίχως, τῶν δύο κύκλων. Πράγµατι, ἔστω AB ἡ κοινὴ χορδὴ τῶν κύκλων (C1) καὶ (C2)
(κάνετε ἐσεῖς τὸ σχῆµα) καὶ ἔστω P σηµεῖο τῆς εὐθείας AB. Ἂν τὸ P εἶναι µεταξὺ τῶν A καὶ

B, τότε, ‘ξεχνώντας’ τὸν κύκλο (C2), ϐλέποµε ὅτι D
(C1)
P = −PA · PB καί, µετά, ‘ξεχνώντας’

τὸν κύκλο (C1), ϐλέποµε ὅτι D
(C2)
P = −PA · PB, ἄρα, D

(C1)
P = D

(C2)
P καὶ ἐντελῶς ἀνάλογα

ἂν τὸ P εἶναι πάνω στὴν εὐθεία AB ἐκτὸς τοῦ εὐθυγράµµου τµήµατος AB. Ἄρα, κάθε

σηµεῖο τῆς εὐθείας AB εἶναι σηµεῖο τοῦ ϱιζικοῦ ἄξονα τὼν δύο κύκλων καί, συνεπῶς, αὐτὸς

ὁ ϱιζικὸς ἄξονας συµπίπτει µὲ τὴν κοινὴ χορδή.

Ἂν οἱ κύκλοι ἐφάπτονται, ἔστω στὸ σηµεῖο T , καὶ (α) εἶναι ἡ κοινὴ ἐφαπτοµένη τους, τό-

τε, ἂς ϑεωρήσοµε ἕνα τυχαῖο σηµεῖο P τῆς (α). ‘Ξεχνώντας’ τὸν κύκλο (C2), ϐλέποµε

ὅτι D
(C1)
P = PT 2 καί, µετά, ‘ξεχνώντας’ τὸν κύκλο (C1), ϐλέποµε ὅτι D

(C2)
P = PT 2, ἄρα,

D
(C1)
P = D

(C2)
P . Αὐτὸ δείχνει ὅτι ὅλα τὰ σηµεῖα τῆς κοινῆς ἐφαπτοµένης (α) τῶν δύο κύκλων

ἀνήκουν στὸν ϱιζικὸ ἄξονα τῶν κύκλων αὐτῶν, ἄρα, ὁ ϱιζικὸς ἄξονας συµπίπτει µὲ τὴν κοινὴ

ἐφαπτοµένη.

Ριζικὸ κέντρο τριῶν κύκλων. ῎Εστω ὅτι τὰ κέντρα τῶν κύκλων (C1), (C2), (C3) δὲν εἶναι

συνευθειακά. Συµβολίζοµε τὸν ϱιζικὸ ἄξονα τῶν κύκλων (Ci), (Cj) (i, j ∈ {1, 2, 3}, i < j)

µὲ αij . ῎Εστω K τὸ σηµεῖο τοµῆς τῶν (α12) καὶ (α13). Τότε, ἀφοῦ τὸ T ἀνήκει στὸν ϱιζικὸ

ἄξονα (α12), ἕπεται ὅτι D
(C1)
T = D

(C2)
T καὶ ἀφοῦ τὸ T ἀνήκει στὸν ϱιζικὸ ἄξονα (α13), ἕπεται

ὅτι D
(C1)
T = D

(C3)
T . Ἄρα, D

(C2)
T = D

(C3)
T , ποὺ συνεπάγεται ὅτι τὸ T ἀνήκει στὸν ϱιζικὸ ἄξονα

(α23). Συµπέρασµα:
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Ἂν τὰ κέντρα τριῶν κύκλων δὲν εἶναι συνευθειακά, τότε οἱ τρεῖς ϱιζικοὶ ἄξονες,

τοὺς ὁποίους οἱ τρεῖς αὐτοὶ κύκλοι ὁρίζουν ἀνὰ δύο, συντρέχουν (διέρχονται ἀπὸ

κοινὸ σηµεῖο). Τὸ κοινὸ σηµεῖο τους λέγεται ϱιζικὸ κέντρο τῶν τριῶν κύκλων.

Ἄµεση συνέπεια τῆς παραπάνω πρότασης εἶναι ὅτι, σὲ κάθε περίπτωση τῶν σχηµάτων 3 καὶ

4 οἱ ‘κόκκινες εὐθεῖες’ εἶναι συντρέχουσες. ῾Η ἐξήγηση εἶναι ἁπλῆ: Σὲ κάθε περίπτωση, οἱ

τρεῖς ‘κόκκινες’ εὐθεῖες εἶναι οἱ τρεῖς ϱιζικοὶ ἄξονες τῶν τριῶν κύκλων, ἀνὰ δύο ϑεωρουµένων.

Σχῆµα 3: ∆ύο εἰδικὲς περιπτώσεις ϱιζικοῦ κέντρου

Σχῆµα 4: Τρίτη εἰδικὴ περίπτωση ϱιζικοῦ κέντρου
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