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Συνοπτικὴ περιγραφή

Συζητήθηκαν οἱ ϐασικὲς γεωµετρικὲς κατασκευές, τὶς ὁποῖες µπορεῖ κανεὶς νὰ κάνει
µόνο µὲ χρήση κανόνα καὶ διαβήτη (ὁ χάρακας δὲν εἶναι σηµαδεµένος µὲ ἀριθµούς, δὲν
εἶναι ὑποδεκάµετρο !) µὲ τὴ ϐοήθεια τῶν µετρικῶν σχέσεων καὶ τῶν ἀναλογιῶν.

Πάντα, στὴν Εὐκλείδεια Γεωµετρία, ὅταν µιλοῦµε γιὰ «κατασκευὴ», ἐννοοῦµε
«κατασκευὴ µὲ τὴ ϐοήθεια µόνο τοῦ κανόνα καὶ τοῦ διαβήτη.

Βασικὲς γεωµετρικὲς κατασκευές : ∆οθέντων τῶν εὐθυγράµµων τµηµάτων a, b, c, νὰ κατα-
σκευασθοῦν τὰ εὐθύγραµµα τµήµατα

√
a2 + b2,

√
a2 − b2,

√
ab, ab/c καὶ a2/c. Γιὰ τὶς τρεῖς

πρῶτες κατασκευές, ϐλ. σχολικὸ ϐιβλίο, Πρόβληµα 1 καὶ Πρόβληµα 2, σελ. 187. Γιὰ τὴν
κατασκευὴ τοῦ ab/c, τῆς ὁποίας πόρισµα εἶναι ἡ κατασκευὴ τοῦ a2/c, ϐλ. σχολικὸ ϐιβλίο,
Πρόβληµα 1, σελ. 154.
Τονίσθηκε ὅτι, σ’ αὐτὲς τὶς κατασκευές, τὰ a, b, c δὲν εἶναι ἀριθµοί, ἀλλὰ δοθέντα εὐθύ-

γραµµα τµήµατα (γεωµετρικὰ ἀντικείµενα). Τονίσθηκε, ἐπίσης, ὅτι, στὰ κλασικὰ (ἀρχαῖα)
Μαθηµατικά, οἱ κατασκευὲς αὐτὲς εἶχαν καθαρὰ γεωµετρικὸ νόηµα, ὡς ἑξῆς :

• x =
√
a2 + b2 ⇔ x2 = a2 + b2: Ἂν δοθοῦν δύο τετράγωνα µὲ ἀκµὲς a καὶ b, νὰ

κατασκευασθεῖ τετράγωνο (ἡ ἀκµή του ἔστω x), µὲ ἐµβαδὸν ἴσο πρὸς τὸ ἄθροισµα τῶν
ἐµβαδῶν τῶν δύο δοθέντων τετραγώνων.

• x =
√
a2 − b2 ⇔ x2 = a2 − b2: Ἂν δοθοῦν δύο τετράγωνα µὲ ἀκµὲς a καὶ b (a > b), νὰ

κατασκευασθεῖ τετράγωνο (ἡ ἀκµή του ἔστω x), µὲ ἐµβαδὸν ἴσο πρὸς τὴ διαφορὰ τῶν
ἐµβαδῶν τῶν δύο δοθέντων τετραγώνων.

• x =
√
ab ⇔ x2 = ab: ∆οθέντος ὀρθογωνίου παραλληλογράµµου µὲ πλευρὲς a, b, νὰ

κατασκευασθεῖ τετράγωνο (ἡ ἀκµή του ἔστω x) ἰσοδύναµο (δηλαδή, ἴσου ἐµβαδοῦ) µὲ
τὸ δοθὲν παραλληλόγραµµο.

Ἄλλη ϐασικὴ γεωµετρικὴ κατασκευή: ∆οθέντος τοῦ εὐθυγράµµου τµήµατος a καὶ τοῦ ϕυ-
σικοῦ ἀριθµοῦ n, νὰ κατασκευασθεῖ τὸ εὐθύγραµµο τµῆµα a

√
n· ϐλ. σχολικὸ ϐιβλίο, Πρό-

ϐληµα 3, σελ. 188. ῾Η γεωµετρικὴ διατύπωση αὐτοῦ τοῦ προβλήµατος, κατ’ ἀναλογίαν µὲ τὰ
παραπάνω, εἶναι, νὰ κατασκευασθεῖ τετράγωνο µὲ ἐµβαδὸν n-πλάσιο τοῦ ἐµβαδοῦ δοθέντος
τετραγώνου.

Ἂν δοθεῖ τὸ µοναδιαῖο µῆκος –ὅπως στὴν περίπτωση τῆς Ἀναλυτικῆς Γεωµετρίας–, καὶ
ὁποιοσδήποτε ϑετικὸς ϱητὸς ἀριθµὸς q, µπορεῖ κανεὶς νὰ κατασκευάσει ἕνα εὐθύγραµµο
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τµῆµα µήκους q. Ἀκόµη περισσότερο· ἂν δοθεῖ ϕυσικὸς ἀριθµὸς n, µπορεῖ νὰ κατασκευα-
σθεῖ εὐθύγραµµο τµῆµα µήκους

√
n.

Τὰ ἄλυτα γεωµετρικὰ προβλήµατα τῆς ᾿Αρχαιότητας.

• ∆ιπλασιασµὸς τοῦ κύβου. ∆οθέντος κύβου, νὰ κατασκευασθεῖ ἄλλος κύβος µὲ ὄγκο

διπλάσιο ἀπὸ τὸν ὄγκο τοῦ δοθέντος. Ἂν ὁ δοθεὶς κύβος ἔχει ἀκµὴ a καὶ ὁ Ϲητούµενος
ἀκµὴ x, πρέπει νὰ ἰσχύει x3 = 2a3, ἄρα πρέπει νὰ κατασκευασθεῖ εὐθύγραµµο τµῆµα
µήκους x = a 3

√
2. Ἄν, δίχως ϐλάβη τῆς γενικότητας, ϕαντασθοῦµε τὸ a ὡς µοναδιαῖο

µῆκος, πρέπει νὰ κατασκευασθεῖ εὐθύγραµµο τµῆµα µήκους 3
√

2. ῾Ο ἀριθµὸς αὐτὸς
εἶναι ϱίζα τοῦ πολυωνύµου X3 − 2, τὸ ὁποῖο δὲν εἶναι δυνατὸν νὰ ἀναλυθεῖ σὲ γινό-
µενο πολυωνύµων µικροτέρου ϐαθµοῦ µὲ ἀκέραιους συντελεστές. Ἀποδεικνύεται ὅτι,
γενικά, ἂν ρ εἶναι ϱίζα ἑνὸς πολυωνύµου τρίτου ϐαθµοῦ µὲ ἀκέραιους συντελεστές, τὸ

ὁποῖο δὲν εἶναι δυνατὸν νὰ ἀναλυθεῖ σὲ γινόµενο πολυωνύµων µικροτέρου ϐαθµοῦ µὲ

ἀκέραιους συντελεστές, τότε εἶναι ἀδύνατον νὰ κατασκευασθεῖ µῆκος ἴσο µὲ ρ.
῾Η ἀπόδειξη αὐτῆς τῆς πρότασης γίνεται στὸ µάθηµα τῆς Θεωρίας Σωµάτων.

• Τετραγωνισµὸς τοῦ κύκλου. ∆οθέντος κύκλου, νὰ κατασκευασθεῖ τετράγωνο ἰσοδύ-

ναµο (ἴσου ἐµβαδοῦ) µὲ τὸν δοθέντα κύκλο. Ἂν ὁ δοθεὶς κύκλος ἔχει ἀκτίνα r καὶ τὸ
Ϲητούµενο τετράγωνο ἔχει ἀκµὴ x, πρέπει νὰ ἰσχύει x2 = πr2, ἄρα πρέπει νὰ κατα-
σκευασθεῖ εὐθύγραµµο τµῆµα µήκους x =

√
πr. Ἄν, δίχως ϐλάβη τῆς γενικότητας,

ϕαντασθοῦµε τὸ r ὡς µοναδιαῖο µῆκος, πρέπει νὰ κατασκευασθεῖ εὐθύγραµµο τµῆµα
µήκους

√
π. Στὴ Θεωρία Σωµάτων ἀποδεικνύεται ὅτι, γιὰ νὰ µπορεῖ νὰ κατασκευαστεῖ

εὐθύγραµµο τµῆµα µήκους `, ὅπου ` εἶναι πραγµατικὸς ἀριθµός, πρέπει ὁ ` νὰ εἶναι ϱίζα

µὴ µηδενικοὺ πολυωνύµου µὲ ἀκέραιους συντελεστές.
1 Ἀλλὰ ὁ ἀριθµὸς π δὲν εἶναι ϱίζα

ἑνὸς τέτοιου πολυωνύµου, καθὼς ἀποδείχθηκε στὰ 1882 ἀπὸ τὸν Lindemann, ἄρα τὸ
ἴδιο ἰσχύει καὶ γιὰ τὸν

√
π, ὁπότε, εὐθύγραµµο τµῆµα µήκους

√
π εἶναι ἀδύνατον νὰ

κατασκευασθεῖ, ποὺ σηµαίνει ὅτι ὁ τετραγωνισµὸς τοῦ κύκλου εἶναι ἀδύνατος.

• Τριχοτόµηση γωνίας. ∆ὲν ὑπάρχει γεωµετρικὴ µέθοδος, ἡ ὁποία, µὲ τὴ ϐοήθεια τοῦ

κανόνα καὶ τοῦ διαβήτη νὰ διαιρεῖ σὲ τρεῖς ἴσες γωνίες µιὰ ὁποιαδήποτε δεδοµένη γωνία.

Ἂν αὐτὸ συνέβαινε, ϑὰ µπορούσαµε νὰ τριχοτοµήσοµε τὴ γωνία 60o, ἄρα ϑὰ µπο-
ϱούσαµε νὰ κατασκευάσοµε γωνία 20o. ῞Οµως, ἂν ϕαντασθοῦµε τὸν τριγωνοµετρικὸ
κύκλο, ϐλέποµε ὅτι ἡ κατασκευὴ µιᾶς γωνίας ἀνάγεται στὴν κατασκευὴ τοῦ συνηµι-
τόνου της. Συνεπῶς, ἂν µπορούσαµε νὰ κατασκευάσοµε γωνία 20o, ϑὰ µπρούσαµε
νὰ κατασκευάσοµε (στὸν τριγωνοµετρικὸ κύκλο, πάνω στὸν ἄξονα τῶν συνηµιτόνων),
εὐθύγραµµο τµῆµα µήκους α = cos 20o, ἄρα καὶ εὐθύγραµµο τµῆµα µήκους 2α.
῞Οµως, ἀπὸ τὸν γενικὸ τύπο cos(3θ) = 4 cos3 θ − 3 cos θ ἕπεται (γιὰ θ = 20o) ὅτι
1
2 = cos 60o = 4 cos3 20o − 3 cos 20o = 4α3 − 3α, ὁπότε (2α)3 − 3(2α) − 1 = 0. Μ’
ἄλλα λόγια, ὁ πραγµατικὸς ἀριθµὸς 2α εἶναι ϱίζα τοῦ πολυωνύµου X3 − 3X − 1. ∆ὲν
εἶναι δύσκολο νὰ διαπιστώσει κανεὶς ὅτι αὐτὸ τὸ πολυώνυµο δὲν ἀναλύεται σὲ γινόµενο
πολυωνύµων µικροτέρου ϐαθµοῦ µὲ ἀκέραιους συντελεστές, ὁπότε, σύµφωνα µὲ ὅσα
εἴπαµε στὸ πρόβληµα τοὺ διπλασιασµοῦ τοῦ κύβου, εἶναι ἀδύνατον νὰ κατασκευάσοµε
εὐθύγραµµο τµῆµα µήκους ἴσου µὲ τὴ ϱίζα 2α τοῦ κυβικοῦ αὐτοῦ πολυωνύµου. Ἄρα,
καὶ τὸ πρόβληµα τῆς τριχοτόµησης γωνίας εἶναι ἀδύνατο.

1 ῾Η συνθήκη αὐτὴ εἶναι ἀναγκαία –πρέπει–, ἀλλὰ ὄχι ἱκανή: ῞Οπως εἴδαµε στὸ πρόβληµα διπλασιασµοῦ τοῦ
κύβου, ὁ ἀριθµὸς 3

√
2, παρὰ τὸ γεγονὸς ὅτι εἶναι ϱίζα τοῦ πολυωνύµου X3 − 2, δὲν εἶναι µῆκος εὐθυγράµµου

τµήµατος, ποὺ µποροῦµε νὰ τὸ κατασκευάσοµε.
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