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Συνοπτικὴ περιγραφή

Προτάθηκε ἡ ἑξῆς ἄσκηση γιὰ τὴν προσωπικὴ µελέτη σας.

῎Ασκηση 1. ῎Εστω ὅτι τὰ σηµεῖα A′, B′, C ′ ϐρίσκονται, ἀντιστοίχως, ἐπὶ τῶν πλευρῶν

BC,CA,AB τοῦ τριγώνου ABC καὶ εἶναι τέτοια ὥστε οἱ εὐθεῖες AA′, BB′, CC ′ νὰ συντρέ-

χουν (νὰ περνοῦν ἀπὸ τὸ ἴδιο σηµεῖο). Ἂν A′′ εἶναι τὸ συµµετρικὸ τοῦ A′ ὡς πρὸς τὸ µέσο τῆς

BC, B′′ εἶναι τὸ συµµετρικὸ τοῦ B′ ὡς πρὸς τὸ µέσο τῆς CA καὶ C ′′ εἶναι τὸ συµµετρικὸ τοῦ

C ′ ὡς πρὸς τὸ µέσο τῆς AB, δεῖξτε ὅτι καὶ οἱ εὐθεῖες AA′′, BB′′, CC ′′ εἶναι συντρέχουσες.

Γιὰ τὴν ἀπόδειξη ϑὰ κάνετε χρήση τοῦ ϑεωρήµατος τοῦ Ceva. Παρατηρῆστε ὅτι, ἂν M ,

εἶναι τὸ µέσο τῆς BC, τότε τὸ M εἶναι µέσο καὶ τοῦ A′A′′. Αὐτὴ ἡ παρατήρηση σᾶς

ἐπιτρέπει νὰ ϐρεῖτε µιὰ ἁπλῆ σχέση, ποὺ συνδέει τοὺς λόγους A′B/A′C καὶ A′′B/A′′C.

Στὴ συνέχεια ἀποδείχθηκε µία ἁπλῆ, χρήσιµη πρόταση. Θὰ χρησιµοποιοῦµε τὸν

συµβολισµὸ (XY Z) γιὰ τὸ ἐµβαδὸν τοῦ △XY Z.

Πρόταση. Ἂν γιὰ τὰ τρίγωνα ABC καὶ A′B′C ′ ἰσχύει ὅτι οἱ γωνίες ∠A′ καὶ ∠A εἶναι

ἴσες ἢ παραπληρωµατικές, τότε
(A′B′C ′)

(ABC)
=

A′B′
· A′C ′

AB · AC
.

Ἀπόδειξη. ῾Ως συνήθως, οἱ πλευρὲς BC,CA,AB τοῦ △ABC συµβολίζονται, ἀντιστοίχως,

µὲ a, b, c. ᾿Εντελῶς ἀνάλογα, οἱ πλευρὲς τοῦ △A′B′C ′ συµβολίζονται µὲ a′, b′, c′. Στὸ 5ο

µάθηµα ἀποδείξαµε ὅτι (ABC) = 1

2
bc sin A. Ἀναλόγως, ἰσχύει (A′B′C ′) = 1

2
b′c′ sin A′.

Ἀλλὰ ἴσες ἢ παραπληρωµατικὲς γωνίες ἔχουν ἴσα ἡµίτονα, ἄρα sin A′ = sin A. ∆ιαιρώντας

κατά µέλη τὶς ἐκφράσεις τῶν ἐµβαδῶν, παίρνοµε τὴν ἀποδεικτέα σχέση.

῎Ασκηση 2. ᾿Επὶ τῆς πλευρᾶς BC τριγώνου ABC ϑεωροῦµε τὰ σηµεῖα D,E, τέτοια ὥστε

οἱ εὐθεῖες AD καὶ AE νὰ εἶναι ἰσοκλινεῖς ὡς πρὸς τὶς πλευρὲς AB καὶ AC, ἀντιστοίχως·

δηλαδή, ∠BAD = ∠CAE (σχῆµα 1). Ἀποδεῖξτε ὅτι

BD · BE

CD · CE
=

AB2

AC2
.

Ἀπόδειξη. ᾿Εφαρµόζοµε τὴν πρόταση στὴν περίπτωση τῶν τριγώνων ABD καὶ AEC
(∠BAD = ∠CAE), ὁπότε

(ABD)

(AEC)
=

AB · AD

AC · AE
.

῞Οµως, καθὼς τὰ τρίγωνα ABD καὶ AEC ἔχουν κοινὸ ὕψος, ὁ λόγος τῶν ἐµβαδῶν τους

ἰσοῦται µὲ τὸν λόγο τῶν ϐάσεών τους, δηλαδή, (ABD)/(ACE) = BD/CE. Συνεπῶς,
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Σχῆµα 1: Ἄσκηση 2

λόγῳ καὶ τῆς παραπάνω σχέσεως,

BD

CE
=

AB · AD

AC · AE
.

᾿Εντελῶς ἀνάλογα, ἐφαρµόζοντας τὴν πρόταση στὰ τρίγωνα ABE καὶ ADC (∠BAE =
∠CAD), καταλήγοµε στὴ σχέση

BE

CD
=

AB · AE

AC · AD

καὶ πολλαπλασιάζοντας τὶς δύο τελευταῖες σχέσεις κατὰ µέλη, παίρνοµε τὴν ἀποδεικτέα.

Γιὰ τὴν παρακάτω ἄσκηση χρειαζόµαστε τὴν ἔννοια τῆς συµµετροδιαµέσου τριγώνου:

῎Εστω τρίγωνο ABC καὶ AM1, AD1 ἡ διάµεσος καὶ ἡ διχοτόµος, ποὺ ἀντιστοιχοῦν στὴν

κορυφὴ A. ῾Η εὐθεία, ποὺ εἶναι συµµετρικὴ τῆς διαµέσου AM1 ὡς πρὸς ἄξονα συµµε-

τρίας τὴ διχοτόµο AD1, λέγεται συµµετροδιάµεσος τοῦ τριγώνου, ἡ ὁποία ἀντιστοιχεῖ στὴν

κορυφὴ A· ϐλ. σχῆµα 2. ῎Εστω N1 τὸ σηµεῖο, ποὺ ἡ συµµετροδιάµεσος τέµνει τὴν BC.

Ἀπὸ τὸν ὁρισµὸ τῆς συµµετροδιαµέσου προκύπτει ἀµέσως ὅτι ∠N1AD1 = ∠M1AD1.

Προφανῶς ὑπάρχουν τρεῖς συµµετροδιάµεσοι γιὰ κάθε τρίγωνο.
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Σχῆµα 2: Ἄσκηση 3

῎Ασκηση 3 - Σηµεῖο Lemoine τριγώνου. Σὲ ὁποιοδήποτε τρίγωνο, οἱ τρεῖς συµµε-

τροδιάµεσοι διέρχονται ἀπὸ τὸ ἴδιο σηµεῖο, τὸ ὁποῖο λέγεται σηµεῖο Lemoine τοῦ τριγώνου
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(σχῆµα 3· οἱ συµµετροδιάµεσοι εἶναι µὲ κόκκινο χρῶµα, οἱ διάµεσοι µὲ γαλάζιο καὶ οἱ

διχοτόµοι µὲ διακεκοµµένες γραµµές).
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Σχῆµα 3: Συµµετροδιάµεσοι τριγώνου καὶ σηµεῖο Lemoine L.

Ἀπόδειξη. Γιὰ τὴν ἀπόδειξη ϑὰ ἑστιάσοµε τὴν προσοχή µας µόνο στὴ συµµετροδιάµεσο,

ἡ ὁποία ἀντιστοιχεῖ στὴν κορυφὴ A (σχῆµα 2). Παρατηρῆστε ὅτι οἱ εὐθεῖες AN1 καὶ AM1

εἶναι ἰσοκλινεῖς ὡς πρὸς τὶς πλευρὲς AB καὶ AC, ἀντιστοίχως, ἄρα ἐφαρµόζεται ἡ ἄσκηση

2 καὶ παίρνοµε
AB2

AC2
=

BN1 · BM1

CN1 · CM1

=
N1B

N1C
(BM1 = CM1)

᾿Εντελῶς ἀνάλογα (ϐλ. σχῆµα 3),

N2C

N2A
=

BC2

BA2
,

N3A

N3B
=

CA2

CB2
.

Πολλαπλασιάζοντας κατὰ µέλη τὶς τρεῖς τελευταῖες σχέσεις, παίρνοµε

N1B

N1C
·
N2C

N2A
·
N3A

N3B
= 1 ,

ὁπότε, ἀπὸ τὸ ϑεώρηµα τοῦ Ceva ἕπεται ὅτι οἱ συµµετροδιάµεσοι AN1, BN2, CN3 περνοῦν

ἀπὸ τὸ αὐτὸ σηµεῖο.

3


