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Λῆµµα. ∆οθέντων δύο (διαφορετικῶν) σηµείων A,B καὶ ἑνὸς ϑετικοῦ πραγµατικοῦ

ἀριθµοῦ λ 6= 1, ὑπάρχει ἕνα ἀκριβῶς σηµεῖο C ἐντὸς τοῦ εὐθυγράµµου τµήµατος AB καὶ

ἕνα ἀκριβῶς σηµεῖο D ἐπὶ τῆς εὐθείας AB, ἀλλὰ ἐκτὸς τοῦ εὐθυγράµµου τµήµατος AB,

τέτοια ὥστε CA

CB
= λ =

DA

DB
.

Ἀπόδειξη. Στὸ σχῆµα 1 τὰ εὐθύγραµµα τµήµατα AK καὶ LM εἶναι παράλληλα. ῾Η

κλίση τους εἶναι αὐθαίρετη. Τὸ B εἶναι µέσο τοῦ KL. Τὰ µήκη τῶν AK καὶ BM
ἔχουν ἐπιλεγεῖ ἔτσι ὥστε KA/MB = λ, ὁπότε καὶ KA/LB = λ. Ἀπὸ τὴν ὁµοιότητα
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Σχῆµα 1: ῾Αρµονικὴ τετράδα σηµείων

△CKA ∼ △CLB συµπεραίνοµε ὅτι CA/CB = KA/LB = λ καὶ ἀπὸ τὴν ὁµοιότητα

△DAK ∼ △DBM , DA/DB = KA/MB = λ. Ἄρα, τὰ σηµεῖα C καὶ D, ὅπως τὰ

κατασκευάσαµε, ἔχουν τὴ Ϲητούµενη ἰδιότητα. ῾Η µοναδικότητα τῶν C καὶ D προκύπτει

ἀπὸ τὶς στοιχειώδεις ἰδιότητες τῶν ἀναλογιῶν. Π.χ., ἂν ὑπῆρχε κι ἄλλο σηµεῖο C ′ στὸ AB,

διαφορετικὸ ἀπὸ τὸ C µὲ τὴν ἰδιότητα C ′A/C ′B = λ = CA/CB, τότε C′A

C′A+C′B
=

CA

CA+CB
.

Ἀλλὰ C ′A + C ′B = AB = CA + CB, ὁπότε C ′A = CA, ἄτοπο, ἀφοῦ τὰ C,C ′ εἶναι

διαφορετικὰ σηµεῖα τοῦ εὐθυγράµµου τµήµατος AB.

῾Ορισµός. ῾Η τετράδα σηµείων C,D,A,B, ὅπου A 6= B, λέµε ὅτι ἀποτελεῖ ἁρµονικὴ

τετράδα ἂν τὰ τέσσερα αὐτὰ σηµεῖα εἶναι συνευθειακά, ἕνα ἀπὸ τὰ σηµεῖα C,D ἀνήκει στὸ

εὐθύγραµµο τµῆµα AB, χωρὶς νὰ συµπίπτει µὲ κάποιο ἄκρο του, οὔτε µὲ τὸ µέσο του, καὶ

CA/CB = DA/DB. Ἂν ὁ τελευταῖος λόγος εἶναι ἴσος µὲ λ (λ > 0 καὶ λ 6= 1), λέµε ὅτι ἡ

ἁρµονικὴ τετράδα C,D,A,B ἀντιστοιχεῖ σὲ λόγο λ.

Παρατηρήσεις. (1) ῎Εστω, γιὰ παράδειγµα, ὅτι τὸ C εἶναι µεταξὺ τῶν A,B. Ἂν λ > 1
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(ὅπως συµβαίνει στὸ σχῆµα 1), τότε τὸ D ϐρίσκεται ἐξωτερικῶς τοῦ AB, ἀπὸ τὸ µέρος τοῦ

B· ἐνῶ ϐρίσκεται πρὸς τὸ µέρος τοῦ A ἂν λ < 1. ᾿Επειδὴ δὲν ὑπάρχει σηµεῖο D ἐπὶ τῆς

εὐθείας AB, ἐξωτερικῶς τοῦ AB, τέτοιο ὥστε DA/DB = 1, γι’ αὐτὸ ἐξαιρέσαµε τὴν τιµὴ

λ = 1.

(2) Ἂν C,D,A,B εἶναι ἁρµονικὴ τετράδα, ποὺ ἀντιστοιχεῖ σὲ λόγο λ, τότε καὶ A,B,C,D
εἶναι ἁρµονικὴ τετράδα, ποὺ ἀντιστοιχεῖ σὲ λόγο λ.

(3) ῎Εστω τρίγωνο ABC, D τὸ σηµεῖο τοµῆς τῆς διχοτόµου τῆς ∠A µὲ τὸ εὐθύγραµµο

τµῆµα BC καὶ D′ τὸ σηµεῖο τοµῆς τῆς ἐξωτερικῆς διχοτόµου τῆς ∠A µὲ τὴν προέκταση

τοῦ εὐθυγράµµου τµήµατος BC. Ἀπὸ τὰ Θεωρήµατα τῶν διχοτόµων (ἐδάφιο 7.8 στὸ

σχολικὸ ϐιβλίο) ἔχοµε ὅτι DB/DC = AB/AC = D′B/D′C, ἄρα ἡ τετράδα D,D′, A,B
εἶναι ἁρµονικὴ, ποὺ ἀντιστοιχεῖ σὲ λόγο AB/AC. Φυσικά, τὰ ἀνάλογα ἰσχύουν καὶ γιὰ

τὶς ἄλλες δύο διχοτόµους τοῦ τριγώνου.

᾿Απολλώνειος κύκλος. ∆ίδονται δύο σηµεῖα A,B. ῞Ενας κύκλος A λέγεται Ἀπολλώ-

νειος κύκλος ὡς πρὸς τὰ A,B, ἂν ἡ εὐθεία AB τὸν τέµνει σὲ δύο ἀντιδιαµετρικὰ σηµεῖα

C,D, τέτοια ὥστε ἡ τετράδα C,D,A,B νὰ εἶναι ἁρµονική. Στὴν περίπτωση αὐτή, ἂν ἡ

τιµὴ τῶν ἴσων λόγων CA/CB καὶ DA/DB εἶναι λ ( > 0 καὶ 6= 1), λέµε ὅτι ὁ A εἶναι ὁ

Ἀπολλώνειος κύκλος ὡς πρὸς τὰ A,B, ποὺ ἀντιστοιχεῖ σὲ λόγο λ.

Θεώρηµα. ῎Εστω A ὁ Ἀπολλώνειος κύκλος ὡς πρὸς τὰ A,B, ποὺ ἀντιστοιχεῖ σὲ λόγο

λ, ὅπως στὸν παραπάνω ὁρισµό. Τότε, γιὰ κάθε σηµεῖο P τοῦ A ἰσχύει PA/PB = λ.

Ἀπόδειξη. Στὸ σχῆµα 2 ὁ κύκλος ἔχει διάµετρο CD καὶ CA/CB = DA/DB = λ. Τὸ

P εἶναι τυχαῖο σηµεῖο τοῦ κύκλου καὶ ϑ’ ἀποδείξοµε ὅτι PA/PB = λ. Φέροµε τὴν AE
παράλληλη πρὸς τὴν PD καὶ τὴν AF παράλληλη πρὸς τὴν PC.
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Σχῆµα 2: Ἀπολλώνειος κύκλος

Τὸ ϑεώρηµα τοῦ Θαλῆ γιὰ τὶς παράλληλες AF , CP τεµνόµενες ἀπὸ τὶς BA, BF δίνει

PF/PB = CA/CB = λ. Τὸ ϑεώρηµα τοῦ Θαλῆ γιὰ τὶς παράλληλες AE, DP τεµνόµενες

2



ἀπὸ τὶς BD, BP δίνει PE/PB = DA/DB = λ. Ἄρα, PF/PB = PE/PB, ὁπότε,

PF = PE. Ἀλλὰ ∠CDP = 90o (ἐγγεγραµµένη, ποὺ ϐαίνει σὲ ἡµικύκλιο), ὁπότε καὶ

∠FAE = 90o. ῎Ετσι, τὸ τρίγωνο AEF εἶναι ὀρθογώνιο στὸ A καὶ ἡ AP εἶναι διαµεσός

του, ἀφοῦ δείξαµε ὅτι PF = PE. Συνεπῶς, PA = PE. ῞Οµως, λίγο παραπάνω εἴδαµε

ὅτι PE/PB = λ, ἄρα PA/PB = λ.

Πόρισµα 1. Κάθε Ἀπολλώνειος κύκλος ὡς πρὸς τὰ A,B, ποὺ ἀντιστοιχεῖ σὲ λόγο

λ < 1, ϐρίσκεται ἐξ ὁλοκλήρου στὸ ἡµιεπίπεδο, τὸ ὁποῖο ὁρίζεται ἀπ’ τὴ µεσοκάθετο τοῦ

AB καὶ περιέχει τὸ σηµεῖο A. Ἀνάλογα, κάθε Ἀπολλώνειος κύκλος ὡς πρὸς τὰ A,B, ποὺ

ἀντιστοιχεῖ σὲ λόγο λ > 1, ϐρίσκεται ἐξ ὁλοκλήρου στὸ ἡµιεπίπεδο, τὸ ὁποῖο ὁρίζεται ἀπ’ τὴ

µεσοκάθετο τοῦ AB καὶ περιέχει τὸ σηµεῖο B.

Ἀπόδειξη προφανής.

Πόρισµα 2. ῎Εστω ὅτι λ1, λ2 εἶναι διαφορετικοὶ ϑετικοὶ ἀριθµοί, καὶ οἱ δύο µικρότεροι

τοῦ 1 ἢ καὶ οἱ δύο µεγαλύτεροι τοῦ 1. ῎Εστω ὅτι A1, A2 εἶναι οἱ Ἀπολλώνειοι κύκλοι ὡς πρὸς

τὰ ἴδια σηµεῖα A,B, ἀλλὰ µὲ ἀντίστοιχους λόγους λ1, λ2. Τότε, ὁ ἕνας κύκλος ϐρίσκεται

στὸ ἐσωτερικὸ τοῦ ἄλλου.

Ἀπόδειξη. ῎Εστω ὅτι τὸ P ἦταν κοινὸ σηµεῖο τῶν A1, A2. Βλέποντας τὸ P ὡς σηµεῖο

τοῦ πρώτου κύκλου καὶ ἐφαρµόζοντας τὸ ϑεώρηµα, συµπεραίνοµε ὅτι PA/PB = λ1.

Βλέποντας τὸ P ὡς σηµεῖο τοῦ δευτέρου κύκλου καὶ ἐφαρµόζοντας τὸ ϑεώρηµα, συµπε-

ϱαίνοµε ὅτι PA/PB = λ2. Ἄρα, λ1 = λ2, ποὺ ἀντιφάσκει µὲ τὴν ὑπόθεσή µας. Ἀφοῦ

οἱ κύκλοι δὲν τέµνονται, ἢ ὁ ἕνας ϐρίσκεται στὸ ἐσωτερικὸ τοῦ ἄλλου ἢ ὁ ἕνας εἶναι ἔξω

ἀπὸ τὸν ἄλλο. Ἂν λ1, λ2 < 1 (ὅπως, γιὰ παράδειγµα, στὸ σχῆµα 2), τότε τὸ σηµεὶο A
εἶναι στὸ ἐσωτερικὸ καὶ τοῦ ἑνὸς καὶ τοῦ ἄλλου Ἀπολλώνειου κύκλου, ἄρα ἀποκλείεται ὁ

ἕνας κύκλος νὰ εἶναι ἔξω ἀπ’ τὸν ἄλλο. Ἂν λ1, λ2 > 1, τότε, ἐντελῶς ἀνάλογα, τὸ B εἶναι

σηµεῖο στὸ ἐσωτερικὸ καὶ τῶν δύο κύκλων, ἄρα, καὶ πάλι, ἀποκλείεται νὰ εἶναι ὁ ἕνας

κύκλος ἔξω ἀπ’ τὸν ἄλλο. Ἄρα, συµπεραίνοµε ὅτι ὁ ἕνας κύκλος ϐρίσκεται στὸ ἐσωτερικὸ

τοῦ ἄλλου.

Σηµαντικὸς γεωµετρικὸς τόπος. ∆ίδονται δύο σηµεῖα A,B καὶ ϑετικὸς ἀριθµὸς

λ 6= 1. ῾Ο γεωµετρικὸς τόπος τῶν σηµείων P , τὰ ὁποῖα ἔχουν τὴν ἰδιότητα PA/PB = λ,

εἶναι ὁ Ἀπολλώνειος κύκλος ὡς πρὸς τὰ A,B, ποὺ ἀντιστοιχεῖ σὲ λόγο λ.

Ἀπόδειξη. ᾿Ορθό : Στὸ σχῆµα 3 τὸ P ὑποθέτοµε ὅτι ἔχει τὴν ἰδιότητα PA/PB = λ.

Σχηµατίζοµε τὸ τρίγωνο PAB καὶ ϕέροµε τὴν ἐσωτερικὴ καὶ τὴν ἐξωτερικὴ διχοτόµο τῆς

A B

P

CD

Σχῆµα 3: ῾Ο Ἀπολλώνειος κύκλος ὡς γεωµετρικὸς τόπος

∠P . Ἀπὸ τὰ ϑεωρήµατα τῶν διχοτόµων (ἐδάφιο 7.8 στὸ σχολικὸ ϐιβλίο), CA/CB =

PA/PB = λ καὶ DA/DB = PA/PB = λ. Ἄρα, τὰ C,D,A,B ἀποτελοῦν ἁρµονικὴ τε-

τράδα, ποὺ ἀντιστοιχεῖ σὲ λόγο λ. ᾿Επιπλέον, ∠DPC = 90o (ἡ ἐσωτερικὴ καὶ ἡ ἐξωτερικὴ
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διχοτόµος τέµνονται καθέτως). Ἄρα τὸ P ϐρίσκεται στὸν κύκλο διαµέτρου CD, δηλαδή,

στὸν Ἀπολλώνειο κύκλο ὡς πρὸς τὰ A,B, ποὺ ἀντιστοιχεῖ σὲ λόγο λ.

Ἀντιστρόφως, ϐάσει τοῦ ϑεωρήµατος, παραπάνω, κάθε σηµεῖο τοῦ Ἀπολλωνείου κύκλου

ὡς πρὸς τὰ A,B, ποὺ ἀντιστοιχεῖ σὲ λόγο λ, ἔχει τὴν ἰδιότητα, ὁ λόγος τῶν ἀποστάσεών

του ἀπὸ τὰ A καὶ B νὰ εἶναι ἴσος µὲ λ.
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