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Συνοπτικὴ περιγραφή

Θεώρηµα τοῦ Ceva. ῎Εστω P σηµεῖο στὸ ἐσωτερικὸ τριγώνου ABC καὶ A′, B′, C ′ οἱ

τοµὲς τῶν εὐθειῶν PA,PB,PC µὲ τὶς πλευρὲς BC, CA, AB, ἀντιστοίχως (σχῆµα 1). Τότε
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A’B C
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Σχῆµα 1: Θεώρηµα τοῦ Ceva – ᾿Ορθό

ἰσχύει ἡ σχέση
A′B

A′C
·

B′C

B′A
·

C ′A

C ′B
= 1 . (1)

Ἀντιστρόφως, ἂν A′, B′, C ′ εἶναι σηµεῖα ἐπὶ τῶν πλευρῶν (ὄχι τῶν προεκτάσεών τους) BC,

CA, AB, ἀντιστοίχως, τοῦ τριγώνου ABC, τέτοια ὥστε νὰ ἰσχύει ἡ σχέση (1), τότε οἱ εὐθεῖες

AA′, BB′, CC ′ περνοῦν ἀπὸ τὸ ἴδιο σηµεῖο.

Ἀπόδειξη. (Γενικά, σὲ ἕνα τρίγωνο XY Z, ὁ συµβολισµὸς (XY Z) σηµαίνει τὸ ἐµβαδόν

του.)

Τὸ ὀρθό. ᾿Επειδὴ τὰ τρίγωνα PBA′ καὶ PCA′ ἔχουν κοινὸ ὕψος, ὁ λόγος τῶν ἐµβαδῶν

εἶναι ἴσος µὲ τὸν λόγο τῶν ϐάσεών τους. Τὸ ἴδιο ἰσχύει καὶ γιὰ τὰ τρίγωνα ABA′ καὶ

ACA′. Ἄρα,
(ABA′)

(ACA′)
=

A′B

A′C
=

(PBA′)

(PCA′)

ὁπότε, ἀπὸ ἰδιότητα τῶν ἀναλογιῶν,

A′B

A′C
=

(ABA′) − (PBA′)

(ACA′) − (PCA′)
=

(PAB)

(PAC)
. (2)
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᾿Εντελῶς συµµετρικά,

B′C

B′A
=

(PBC)

(PAB)
(3)

C ′A

C ′B
=

(PAC)

(PBC)
(4)

Πολλαπλασιάζοντας κατὰ µέλη τὶς (2), (3) καὶ (4), παίρνοµε τὴν (1).

Τὸ ἀντίστροφο. ῎Εστω ὅτι ἰσχύει ἡ (1). Τώρα δουλεύοµε µὲ τὸ σχῆµα 2. ῎Εστω P τὸ

A

B C

B’

C"

C’

A’

P

Σχῆµα 2: Θεώρηµα τοῦ Ceva – Ἀντίστροφο

σηµεῖο τοµῆς τῶν εὐθειῶν AA′ καὶ BB′. Πρέπει ν’ ἀποδείξοµε ὅτι καὶ ἡ CC ′ περνᾶ ἀπ’ τὸ

C. Ἀντ’ αὐτοῦ, κάνοµε κάτι ἄλλο : Φέρνοµε τὴν εὐθεία CP · ἔστω ὅτι αὐτὴ τέµνει τὴν AB

στὸ C ′′· καὶ ἀποδεικνύοµε ὅτι τὰ σηµεῖα C ′ καὶ C ′′ συµπίπτουν. Αὐτὸ γίνεται ὡς ἑξῆς :

Ἀπὸ τὸ ὀρθό, ἐφαρµοζόµενο στὶς εὐθεῖες AA′, BB′ καὶ CC ′′, ἔχοµε ὅτι

A′B

A′C
·

B′C

B′A
·

C ′′A

C ′′B
= 1 . (5)

∆ιαιρώντας κατὰ µέλη τὶς (1) καὶ (5) ϐλέποµε ὅτι

C ′A

C ′B
=

C ′′A

C ′′B
.

Καὶ τὰ δύο σηµεῖα C ′ καὶ C ′′ ἀνήκουν στὴν πλευρὰ AB (καὶ ὄχι στὴν προέκτασή της),

ἄρα, C ′A + C ′B = AB = C ′′A + C ′′B. ᾿Επιπλέον, ἡ παραπάνω ἀναλογία συνεπάγεται

καὶ τὴν ἀναλογία
C ′A

C ′A + C ′B
=

C ′′A

C ′′A + C ′′B
,

ἄρα AC ′ = AC ′′, ἀπ’ ὅπου C ′ = C ′′.

᾿Εφαρµογές. (1) Ἂν A′, B′, C ′ εἶναι τὰ µέσα τῶν πλευρῶν τοῦ τριγώνου, τότε, προφα-

νῶς ἰσχύει ἡ (1), ἄρα, ἀπὸ τὸ ἀντίστροφο τοῦ ϑεωρήµατος τοῦ Ceva, συµπεραίνοµε ὅτι οἱ

τρεῖς διάµεσοι τοῦ τριγώνου περνοῦν ἀπὸ τὸ ἴδιο σηµεῖο. Πρόταση ἤδη γνωστή, ἀλλὰ ἐδῶ

δίνοµε µιὰ ἐναλλακτικὴ ἀπόδειξη.

(2) Ἂν A′, B′, C ′ εἶναι τὰ σηµεῖα ἐπαφῆς τοῦ ἐγγεγραµµένου κύκλου, τότε (ϐλ. Μάθηµα

5) A′B = τ − b = C ′B, A′C = τ − c = B′C, B′A = τ − a = C ′A, ἄρα, στὴν περίπτωση

αὐτὴ ἰσχύει ἡ (1) καὶ συµπεραίνοµε ὅτι οἱ τρεῖς εὐθεῖες ποὺ ἑνώνουν τὶς κορυφὲς ἑνὸς

τριγώνου µὲ τὰ ἀπέναντι ἀπὸ αὐτὲς σηµεῖα ἐπαφῆς τοῦ ἐγγεγραµµένου κύκλου (ϕτιάξτε
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ἕνα σχῆµα !) ἔχουν κοινὸ σηµεῖο (εἶναι συντρέχουσες), τὸ ὁποῖο λέγεται σηµεῖο Gergonne

τοῦ τριγώνου.

(3) Ἂν A′, B′, C ′ εἶναι τὰ ἴχνη τῶν ὑψῶν τοῦ τριγώνου (ϕτιάξτε ἕνα σχῆµα !) τότε, ἀ-

πὸ τὰ ὀρθογώνια τρίγωνα AA′B καὶ AA′C παίρνοµε, ἀντιστοίχως A′B = c cos B καὶ

A′C = b cos C. ᾿Εντελῶς ἀνάλογα, B′C = a cos C, B′A = c cos A καὶ C ′A = c cos A,

C ′B = a cos B. ῎Εχοντας αὐτὲς τὶς σχέσεις, ἐπαληθεύοµε πολὺ εὔκολα ὅτι ἰσχύει ἡ (1)

στὴν περίπτωση τῶν συγκεκριµένων A′, B′, C ′, ἄρα ἔχοµε µιὰ ἐναλλακτικὴ ἀπόδειξη τῆς

πρότασης ὅτι τὰ τρία ὕψη τριγώνου περνοῦν ἀπὸ τὸ ἴδιο σηµεῖο.

Τὸ ἑπόµενο ϑεώρηµα ἀφορᾶ σὲ εὐθεία ποὺ τέµνει τὶς πλευρὲς τριγώνου ἢ τὶς προεκτά-

σεις τους. Θεωροῦµε δεδοµένο ὅτι, ἂν µία εὐθεία τέµνει τὶς δύο πλευρὲς ἑνὸς τριγώνου

σὲ ἐσωτερικὰ σηµεῖα τους καὶ δὲν εἶναι παράλληλη πρὸς τὴν τρίτη πλευρά, τότε ἡ εὐθεία

αὐτὴ τέµνει τὴν προέκταση τῆς τρίτης πλευρᾶς. ᾿Επίσης, ἂν µιὰ εὐθεία τέµνει τὶς προε-

κτάσεις δύο πλευρῶν τριγώνου καὶ δὲν εἶναι παράλληλη πρὸς τὴν τρίτη πλευρά, τότε ἡ

εὐθεία αὐτὴ τέµνει τὴν προέκταση τῆς τρίτης πλευρᾶς. ∆εῖτε στὸ σχῆµα 3 τὶς δύο περι-

πτώσεις τεµνουσῶν εὐθειῶν (οἱ τέµνουσες τὸ τρίγωνο εὐθεῖες εἶναι κόκκινες). Πρόκειται

A

B C A’

B’

C’

A

B C A’

B’

C’

D

Σχῆµα 3: Θεώρηµα τοὺ Μενελάου – ᾿Ορθό

γιὰ προτάσεις ἐποπτικῶς ὁλοφάνερες, ἀλλὰ ὄχι καὶ τόσο εὔκολες στὸ ν’ ἀποδειχθοῦν.

Τὸ Θεώρηµα τοῦ Μενελάου.῎Εστω ὅτι εὐθεία τέµνει τὶς πλευρὲς BC, CA, AB ἑνὸς

τριγώνου, ἢ τὶς προεκτάσεις τους, σὲ σηµεῖα A′, B′, C ′, κανένα ἐκ των ὁποίων δὲν συµπίπτει

µὲ κάποια κορυφὴ τοῦ τριγώνου. Τότε ἰσχύει ἡ σχέση

A′B

A′C
·

B′C

B′A
·

C ′A

C ′B
= 1 . (6)

Ἀντιστρόφως, ἂν τὰ σηµεῖα A′, B′, C ′ ϐρίσκονται ἐπὶ τῶν εὐθειῶν BC, CA, AB, ἀντιστοί-

χως, µὲ τὰ δύο ἐξ αὐτῶν στὸ ἐσωτερικὸ τῶν ἀντιστοίχων πλευρῶν καὶ τὸ τρίτο στὴν προέκταση

τῆς τρίτης πλευρᾶς, ἢ καὶ τὰ τρία στὶς προεκτάσεις τῶν ἀντιστοίχων πλευρῶν καὶ ἰσχύει ἡ

σχέση (6), τότε τὰ σηµεὶα αὐτὰ εἶναι συνευθειακά.

Ἀπόδειξη. Τὸ ὀρθό. Κάνοµε τὴν ἀπόδειξη στὴν περίπτωση ποὺ δύο σηµεῖα εἶναι στὸ ἐσω-

τερικὸ τῶν πλευρῶν (σχῆµα 3, ἀριστερά). Τὴν περίπτωση στὰ δεξιὰ τοῦ σχήµατος 3 δεῖτε

την ὡς ἄσκηση.

Φέροµε ἀπὸ τὴν κορυφὴ C εὐθεία παράλληλη πρὸς τὴν τέµνουσα καὶ ἔστω D τὸ σηµεὶο
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τοµῆς της µὲ τὴν πλευρὰ AB. Στὸ τρίγωνο BA′C ′ ἔχοµε (Θεώρηµα τοῦ Θαλῆ)

A′B

A′C
=

C ′B

C ′D
(7)

καὶ στὸ τρίγωνο ACD ἔχοµε
B′C

B′A
=

C ′D

C ′A
. (8)

Πολλαπλασιάζοντας κατὰ µέλη τὶς (7) καὶ (8) παίρνοµε

A′B

A′C
·

B′C

B′A
=

C ′B

C ′A
,

ποὺ εἶναι ἰσοδύναµη µὲ τὴν (6).

Τὸ ἀντίστροφο. Θὰ δουλέψοµε µὲ τὸ σχῆµα 4. Θὰ ὑποθέσοµε ὅτι τὸ B′ εἶναι στὸ

A

B C

C’

B’

A’A"

Σχῆµα 4: Θεώρηµα τοῦ Μενελάου – Ἀντίστροφο

ἐσωτερικὸ τῆς AC, τὸ C ′ στὸ ἐσωτερικὸ τὴς AB, ὁπότε, ἐξ ὑποθέσεως, τὸ A′ εἶναι στὴν

προέκταση τῆς πλευρᾶς BC. Παρατηρῆστε ὅτι ἡ B′C ′ δὲν µπορεῖ νὰ εἶναι παράλληλη

πρὸς τὴν BC διότι, σὲ τέτοια περίπτωση ϑὰ εἴχαµε ὅτι B′A

B′C
= C′A

C′B
. Ἀλλὰ ὑποθέτοµε ὅτι

ἰσχύει ἡ (6), ὁπότε ὁ συνδυασµὸς αὐτῶν τῶν δύο σχέσεων ϑὰ µᾶς ἔδινε A′B

A′C
= 1, κάτι

ἀδύνατο, ἀφοῦ τὸ A′ εἶναι ἐκτὸς τὴς πλευρᾶς BC.

Ἂς ὑποθέσοµε, λοιπόν, ὅτι ἡ εὐθεία B′C ′ τέµνει τὴν προέκταση τῆς πλευρᾶς BC πρὸς

τὸ µέρος τοῦ B, ἔστω σὲ κάποιο σηµεῖο A′′. Θὰ δείξοµε ὅτι τὸ A′′ ταυτίζεται µὲ τὸ A′.

Σηµειῶστε ὅτι, ναὶ µὲν ξέροµε ὅτι τὸ A′ εἶναι στὴν προέκταση τοῦ BC, ἀλλὰ δὲν ξέροµε

ἀκόµη ἂν εἶναι καὶ αὐτὸ πρὸς τὸ µέρος τοῦ B! Θὰ τὸ ἀποδείξοµε καὶ αυτό.

Ἀφοῦ τὰ σηµεῖα A′′, B′, C ′ εἶναι συνευθειακά, τὸ ὀρθὸ τοῦ Θεωρήµατος τοῦ Μενελάου

µᾶς λέει ὅτι
A′′B

A′′C
·

B′C

B′A
·

C ′A

C ′B
= 1 . (9)

∆ιαιρώντας κατὰ µέλη τὶς (7) καὶ (8) συµπεραίνοµε ὅτι

A′B

A′C
=

A′′B

A′′C
.

῾Η σχέση αὐτή, κατ’ ἀρχάς, δείχνει ὅτι καὶ τὸ A′ εἶναι πρὸς τὸ µέρος τοῦ B. ∆ιότι, ἀφοῦ τὸ

A′′ εἶναι πρὸς τὸ µέρος τοῦ B, ὁ δεξιὸς λόγος εἶναι < 1, ἄρα A′B < A′C, ποὺ σηµαίνει ὅτι,

ἀναγκαστικά, τὸ A′ εἶναι πρὸς τὸ µέρος τοῦ B. Τώρα, ἡ παραπάνω ἀναλογία συνεπάγεται

τὴν
A′B

A′C − A′B
=

A′′B

A′′C − A′′B
δηλαδή,

A′B

BC
=

A′′B

BC
,
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ἄρα BA′ = BA′′, ποὺ µᾶς ὁδηγεῖς τὸ συµπέρασµα (σὲ συνδυασµὸ µὲ τὸ ὅτι τὰ A′, A′′

εἶναι πρὸς τὸ ἴδιο µέρος τοῦ B) ὅτι A′ = A′′ καί, συνεπῶς, τὰ A′, B′, C ′ εἶναι συνευθειακά.
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