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Φθινοπωρινὸ ῾Εξάμηνο 2010ASKHSEIS EPI TWN BASIKWN GNWSEWNTRIGWNA KAI PARALLHLOGRAMMA1. Stä sq¨ma 1 Ípojètome íti kajèna �pä t� shmeØa X,Y,Z Êsapèqei �pä t� shmeØa

A B

Y

Z

XSq¨ma 1: ^Askhsh 1
A,B. >ApodeØxte íti t� X,Y,Z eÚnai suneujeiak�.2. >ApodeØxte íti, �n dÔo gwn�e ánä trig¸nou eÚnai Òse, tä tr�gwno eÚnai Êsoskelè.
῾Υπόδειξη. ῎Εστω ὅτι στὸ τρίγωνο ABC εἶναι ∠B = ∠C. Παρατηρῆστε ὅτι △ABC =

△ACB. Προσέξτε τὴ διάταξη ποὺ εἶναι γραμμένες οἱ κορυφές.3. D�dontai dÔo diaforetik� shmeØa A,B kaÈ m�a eÎje�a η, tèmnousa t�n euje�a AB,s� éna shmeØo, êstw C. Sumbol�zome mà A′, B′ t� summetrik� tÀn A,B ± prä t�n
η. >ApodeØxte íti � eÎje�a A′B′ dièrqetai �pä tä C.
῾Υπόδειξη. ῾Η ἄσκηση αὐτὴ εἶναι ἁπλῆ, ἀλλὰ πρέπει νὰ λυθεῖ μὲ τὸν σωστὸ τρόπο. Πρὸς

Θεοῦ, ὄχι νὰ φέρετε τὶς εὐθεῖες A′C καὶ B′C καὶ ν’ ἀποδείξετε ὅτι ∠A′CB′
= π! ῾Ο πιὸ

ἐνδεδειγμένος τρόπος εἶναι νὰ θεωρήσετε τὸ συμμετρικὸ σχῆμα τῆς εὐθείας ACB ὡς πρὸς

ἄξονα συμμετρίας τὸν η.4. ^Estw Êsoskelà tr�gwno ABC mà AB = AC. >ApodeØxte t� áx¨:(aþ) T� Õyh �pä tÈ korufà B kaÈ C eÚnai Òsa.(bþ) OÉ di�mesoi �pä tÈ korufà B kaÈ C eÚnai Òse.1



(gþ) OÉ diqotìmoi �pä tÈ korufà B kaÈ C eÚnai Òse.5. Stä sq¨ma 2, tä tr�gwno ABC eÚnai tuqaØo kaÈ O eÚnai tä per�kentrì tou. T�shmeØa A′, B′, C ′ eÚnai t� summetrik� toÜ O ± prä tÈ pleurà BC,CA kaÈ AB,�ntisto�qw. >ApodeØxte íti t� eÎjÔgramma tm mata BC kaÈ B′C ′ eÚnai Òsa kaÈ
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Sq¨ma 2: ^Askhsh 5par�llhla. Kat� �nalog�an, t� eÎjÔgramma tm mata . . . kaÈ . . . eÚnai Òsa kaÈ par�l-lhla, åpìte △A′B′C ′
= △ABC.

῾Υπόδειξη. Ἀποδεῖξτε ὅτι τὰ τετράπλευρα OAC′B καὶ OAB′C εἶναι ρόμβοι. Στὸ σχῆμα

2, δύο ζευγάρια γωνιῶν ἔχουν σημειωθεῖ, ἀντιστοίχως, μὲ τὰ ἴδια γράμματα (x καὶ y), ποὺ

σημαίνει ὅτι, γιὰ κάθε ζεῦγος, οἱ γωνίες εἶναι ἴσες. Αὐτὸ χρειάζεται, βέβαια, ἀπόδειξη!6. <H ��nt�strofh� t¨ prohgoÔmenh �sk sew. ^Estw tr�gwno ABC. >Apä tÈ koru-fà B kaÈ C fèrnome antisto�qw t� Õyh BB′, CC ′, tÈ diamèsou BM , CN kaÈtÈ diqotìmou BD, CE. >ApodeØxte t� áx¨:
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Sq¨ma 3: ^Askhsh 6gþ(aþ) _An BB′
= CC ′, tìte tä △ABC eÚnai Êsoskelè (AB = AC).2



(bþ) _An BM = CN , tìte tä △ABC eÚnai Êsoskelè (AB = AC).
῾Υπόδειξη. ᾿Ελαφρῶς δύσκολη ἄσκηση. Θὰ τὴν καταφέρετε ἂν θυμηθῆτε ὅτι τὸ σημεῖο

τομῆς τῶν διαμέσων χωρίζει τὴ διάμεσο σὲ λόγο . . . . Μπορεῖτε, ἐπίσης, νὰ χρησιμο-

ποιήσετε ἁπλὲς ἰδιότητες τῶν παραλληλογράμμων.(gþ) _An BD = CE, tìte tä △ABC eÚnai Êsoskelè (AB = AC).
῾Υπόδειξη. ῎Ασκηση-πρόκληση ‘γιὰ δυνατοὺς λῦτεσ’ (ἂν μπεῖ ὡς ὅρος νὰ μὴ χρησιμο-

ποιήσετε μετρικὲς σχέσεις). Θὰ σᾶς διευκολύνει σημαντικὰ τὸ σχῆμα 3. Οἱ διχοτόμοι

BD καὶ CE εἶναι ἴσες. ῾Υποθέστε ὅτι οἱ πλευρὲς AB καὶ AC εἶναι ἄνισες, π.χ.

AC > AB καὶ ὁδηγηθεῖτε σὲ ἄτοπο· τὸ σχῆμα 3 σᾶς ὑποδεικνύει πῶς. Χρησιμο-

ποιεῖστε ἀνισοτικὲς σχέσεις σὲ τρίγωνο. Κάποιοι ἀπὸ τοὺς βασικοὺς ‘σταθμοὺσ’ τῆς

ἀπόδειξης εἶναι οἱ ἑξῆς: b > c, b+f = c+g καὶ ὁ συνδυασμός τους δίνει f < g. Ἀλλὰ

τότε (△FDC) DC < DF = BE. Ἀπὸ τὴν ἄλλη μεριά, συγκρίνετε τὰ τρίγωνα DBC

καὶ EBC καὶ συμπεράνετε ἀπ’ τὴ σύγκριση ὅτι DC > BE. Ἀντίφαση!StÈ parak�tw �sk sei oÉ kìkkine grammà eÚnai bohjh-tikà, ÍpodeiknÔont� sa pÀ j� �pode�xete tä zhtoÔme-no. VEna k�pw êmpeiro lÔth j� êferne tÈ bohjhtikàaÎtà grammà qwrÈ t� dik  mou Ípìdeixh.7. Stä sq¨ma 4 t� shmeØa A,B, kaj° kaÈ � eÎje�a ǫ, eÚnai stajer�. Tä shmeØo X
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Sq¨ma 4: ^Askhsh 7âpÈ t¨ eÎje�a ǫ kineØtai kaÈ zhteØtai n� prosdioristeØ âke�nh � jèsh toÜ X gi� t�nåpo�a � tejlasmènh diadrom� AXB eÚnai � âl�qisth dunat .
῾Υπόδειξη. Στὸ σχῆμα, τὸ βοηθητικὸ σημεῖο C εἶναι συμμετρικὸ τοῦ A ὡς πρὸς τὴν ǫ.8. Duä qwri� A kaÈ B br�skontai ákatèrwjen tÀn parall lwn îqjewn ánä potamoÜ(sq¨ma 5). Poi� prèpei n� eÚnai � jèsh t¨ gèfura XY , êtsi ¹ste, oÉ diadromà�pä k�je qwriä mèqri t� gèfura n� eÚnai Òse? >EnnoeØtai íti � gèfura eÚnai k�jethstÈ îqje toÜ potamoÜ. 3
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Sq¨ma 5: ^Askhsh 89. Stä sq¨ma 6 tä eÎjÔgrammo tm¨ma AD eÚnai k�jeto st�n pleur� AB kaÈ Òsoum kou mà aÎt n. >An�loga, tä eÎjÔgrammo tm¨ma AE eÚnai k�jeto st�n pleur�
AC kaÈ Òsou m kou mà aÎt n. >ApodeØxte íti � proèktash t¨ diamèsou AM eÚnai
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Sq¨ma 6: ^Askhsh 9k�jeth âpÈ t�n DE.
῾Υπόδειξη. Στὸ σχῆμα, τὸ βοηθητικὸ σημεῖο A′ εἶναι συμμετρικὸ τοῦ A ὡς πρὸς τὸ M .

Διαφορετικὲς γωνίες μὲ τὰ ἴδια μικρὰ γράμματα εἶναι ἴσες (πρέπει νὰ ἀποδείξετε τὴν ἰσότητά

τους). Ἀποδεῖξτε ὅτι ∠DAE = ∠B + ∠C = ∠ACA′. Τέλος, ἀποδεῖξτε ὅτι w =
π

2
− z, καὶ

αὐτὸ θὰ ὁλοκληρώσει τὴν ἀπόδειξη.10. Stä sq¨ma 7, t� m� par�llhla eÎjÔgramma tm mata AB kaÈ CD eÚnai Òsa, tä MeÚnai mèso toÜ AC kaÈ tä N eÚnai mèso toÜ BD. N� �pode�xete íti tä eÎjÔgrammotm¨ma MN eÚnai par�llhlo prä t� diqotìmo t¨ ∠O.
῾Υπόδειξη. Ἀποδεῖξτε ὅτι τὰ σημεῖα E, N, F εἶναι συνευθειακά. ᾿Επίσης, ἴσες γωνίες, μὲ

παράλληλες πλευρές, ἔχουν παράλληλες διχοτόμους.11. (<Aplà kataskeuà trig¸nou). N� kataskeuasteØ tr�gwno ABC sà k�je m�a �pä4
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Sq¨ma 7: ^Askhsh 10tÈ parak�tw peript¸sei:(aþ) VOtan d�dontai t� mètra tÀn a, υa,∠B.(bþ) VOtan d�dontai t� mètra tÀn a, µa,∠B.(gþ) VOtan d�dontai t� mètra tÀn a, µb, µc.12. N� kataskeuasteØ tr�gwno ABC ítan d�dontai t� mètra tÀn ∠B, ∠C kaÈ τ .
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ESq¨ma 8: ^Askhsh 12

῾Υπόδειξη. ῎Εστω ὅτι κατασκευάσατε τὸ τρίγωνο ABC. Προεκτείνετε τὴν πλευρὰ BC,

ὅπως στὸ σχῆμα 8. Στὸ σχῆμα αὐτὸ εἶναι BD = BA καὶ CE = CA. Παρατηρῆστε ὅτι στὸ

τρίγωνο ADE εἶναι γνωστὸ τὸ μῆκος τῆς DE, καθὼς καὶ οἱ γωνίες (τὸ μέτρο τους) ∠D

καὶ ∠E, ἄρα μπορεῖτε νὰ τὸ κατασκευάσετε. ῞Αμα ἔχετε κατασκευάσει τὸ △ADE, δεῖτε (μὲ

τὴ βοήθεια τοῦ σχήματος) πόσο εὔκολα μπορεῖτε νὰ προσδιορίσετε τὰ B καὶ C.Kairä t¸ra n� k�nete âseØ t� �paitoÔmena sq mata!13. ^Estw ærj� gwn�a xOy. EÎjÔgrammo tm¨ma stajeroÜ m kou êqei t� �kra tou âpÈtÀn pleurÀn t¨ ∠xOy. Poiä eÚnai å gewmetrikä tìpo toÜ mèsou toÜ eÎjugr�m-5



mou tm mato kaj¸ aÎtä pa�rnei íle tÈ dunatà jèsei, mà t� �kra tou âpÈ tÀnpleurÀn aÎt¨ t¨ gwn�a (s�n n� ælisja�nei);14. ^Estw Êsoskelà tr�gwno ABC koruf¨A kaÈ shmeØo D âpÈ t¨ pleur� BC (metaxÌtÀn B kaÈ C). >Apä tä D fèrome par�llhlh prä t�n pleur� AB, � åpo�a tèmneit�n eÎje�a AC stä shmeØo E kaÈ par�llhlh prä t�n pleur� AC, � åpo�a tèmnei t�neÎje�a AB stä shmeØo F . >ApodeØxte íti tä �jroisma DE + DF eÚnai �nex�rthtot¨ jèsew toÜ D; dhlad , eÚnai p�ntote tä Òdio, åpoiad pote ki �n eÚnai � jèsh toÜ
D (metaxÌ B kaÈ C)._An tä D br�sketai âpÈ t¨ proekt�sew th pleur� BC (�pä tä mèro toÜ B eÒte�pä tä mèro toÜ C), tìte �podeØxte íti � posìthta |DE − DF | eÚnai stajer .VOtan k�nete tä sq¨ma sa, s� aÎt� t�n per�ptwsh, j� parathr sete íti éna �pät� E,F br�sketai st�n proèktash mi� tÀn Òswn pleurÀn.15. ^Estw Êsoskelà tr�gwno ABC koruf¨A kaÈ shmeØo D âpÈ t¨ pleur� BC (metaxÌtÀn B kaÈ C). >Apä tä D fèrome k�jeth prä t�n pleur� AB, � åpo�a tèmnei t�neÎje�a AC stä shmeØo E kaÈ k�jeth prä t�n pleur� AC, � åpo�a tèmnei t�n eÎje�a
AB stä shmeØo F . >ApodeØxte íti tä �jroisma DE + DF eÚnai �nex�rthto t¨jèsew toÜ D; dhlad , eÚnai p�ntote tä Òdio, åpoiad pote ki �n eÚnai � jèsh toÜ D(metaxÌ B kaÈ C).16. >Apä shmeØo D stä âswterikä ÊsopleÔrou trig¸nou fèrome t� k�jeta eÎjÔgrammatm mata âpÈ tÈ treØ pleurà toÜ trig¸nou. >ApodeØxte íti tä �jroisma tÀn triÀnaÎtÀn eÎjugr�mmwn tmhm�twn eÚnai stajerì; dhlad , eÚnai p�ntote tä Òdio, åpoia-d pote ki �n eÚnai � jèsh toÜ D (stä âswterikä toÜ trig¸nou).
῾Υπόδειξη. Χρησιμοποιεῖστε τὴν ἄσκηση 15.17. Gewmetrikä tìpo, basizìmeno st�n �skhsh 14. Poiä eÚnai å gewmetrikä tìpotÀn shme�wn P , t� åpoØa br�skontai stä âswterikä dedomènh kurt¨ gwn�a xOykaÈ êqoun t�n áx¨ Êdiìthta: _An fèrome �pä tä P par�llhlh prä t�n Ox, � åpo�atèmnei t�n Oy stä D kaÈ par�llhlh prä t�n Oy, � åpo�a tèmnei t�n Ox stä E, tä�jroisma PD + PE ÊsoÜtai prä dedomèno m¨ko ℓ.
῾Υπόδειξη. Σχηματῖστε ἕνα ἰσοσκελὲς τρίγωνο κορυφῆς O καὶ βάσεως BC, ἡ ὁποία (βάση)

νὰ περιέχει τὸ P (π.χ. ἀπὸ τὸ P φέρετε κάθετη ἐπὶ τὴ διχοτόμο τῆς ∠xOy). Παρατηρῆστε

ὅτι OB = OC = ℓ.18. Kataskeu� basizìmenh sthn �skhsh 17. D�dontai, tr�gwno ABC kaÈ m¨ko ℓ. N�prosdiorisjeØ shmeØo P p�nw st�n pleur� BC, mà t�n áx¨ Êdiìthta: _An �pä tä
P fèrome par�llhlh prä t�n AC, � åpo�a tèmnei t�n AB stä D kaÈ (�pä tä P )par�llhlh prä t�n AB, � åpo�a tèmnei t�n AC stä E, n� ÊsqÔei PD + PE = ℓ.19. Gewmetrikä tìpo, basizìmeno st�n �skhsh 15. Poiä eÚnai å gewmetrikä tìpotÀn shme�wn P , t� åpoØa br�skontai stä âswterikä dedomènh kurt¨ gwn�a xOykaÈ êqoun t�n áx¨ Êdiìthta: _An fèrome �pä tä P k�jeth âpÈ t�n Ox, � åpo�at�n tèmnei stä D kaÈ k�jeth prä t�n Oy, � åpo�a t�n tèmnei stä E, tä �jroisma
PD + PE ÊsoÜtai prä dedomèno m¨ko ℓ.
῾Υπόδειξη. Σχηματῖστε ἕνα ἰσοσκελὲς τρίγωνο κορυφῆς O καὶ βάσεως BC (ἡ κορυφὴ B

ἐπὶ τῆς Ox καὶ ἡ κορυφὴ C ἐπὶ τῆς Oy), ἡ ὁποία (βάση) νὰ περιέχει τὸ P (π.χ. ἀπὸ τὸ P6



φέρετε κάθετη ἐπὶ τὴ διχοτόμο τῆς ∠xOy). Παρατηρῆστε ὅτι ἡ ἀπόσταση τοῦ B ἀπὸ τὴν

Oy εἶναι ℓ καὶ ἀνάλογα γιὰ τὴν ἀπόσταση τοῦ C ἀπὸ τὴν Ox. Αὐτό, ὅμως, σημαίνει ὅτι τὰ

σημεῖα B καὶ C εἶναι σταθερά.20. Kataskeu� basizìmenh sthn �skhsh 19. D�dontai, tr�gwno ABC kaÈ m¨ko ℓ. N�prosdiorisjeØ shmeØo P p�nw st�n pleur� BC, tètoio ¹ste, �n oÉ probolà toÜ PâpÈ tÀn dÔo �llwn pleurÀn eÚnai D kaÈ E, n� ÊsqÔei PD + PE = ℓ.21. ^Estw kurt� gwn�a xOy kaÈ dojàn m¨ko λ. >EpÈ t¨ pleur� th Oy pa�rnome shmeØo
D, tètoio ¹ste OD = λ, kaÈ �pä tä D fèrnome �mieuje�a Dx′, stä âswterikä t¨
∠xOy, par�llhlh prä t�n Ox. >ApodeØxte íti k�je shmeØo P t¨ diqotìmou
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Sq¨ma 9: ^Askhsh 21t¨ ∠x′Dy êqei t�n áx¨ Êdiìthta: _An �pä tä P fèrome t� par�llhla prä tÈpleurà t¨ gwn�a eÎjÔgramma tm mata PE kaÈ PF , ípw stä sq¨ma 9, tìte,
PF − PE = λ.>ApodeØxte íti k�ti ântelÀ �n�logo ÊsqÔei �n tä P br�sketai st�n proèktash t¨diqotìmou t¨ gwn�a x′Dy, ípw, p.q., tä P ′ stä sq¨ma 9.22. Gewmetrikä tìpo basizìmeno st�n �skhsh 21. D�detai kurt� gwn�a xOy kaÈstajerä m¨ko λ. N� brejeØ å gewmetrikä tìpo tÀn shme�wn P , poÌ êqoun t�náx¨ Êdiìthta: _An �pä tä P fèrome eÎjÔgramma tm mata PE kaÈ PF prä tÈ Ox kaÈ
Oy, �ntisto�qw (tä E âpÈ t¨ Oy kaÈ tä F âpÈ t¨ Ox), n� ÊsqÔei |PF −PE| = λ.23. Kataskeu� basizìmenh st�n �skhsh 22. D�detai tr�gwno ABC kaÈ m¨ko λ. >EpÈt¨ pleur� BC n� prosdiorisjeØ shmeØo P , mà t�n áx¨ Êdiìthta: _An fèrome �pätä P par�llhlh prä t�n pleur� AB, poÌ tèmnei t�n AC stä E kaÈ par�llhlh �pätä P prä t�n pleur� AC, poÌ tèmnei t�n AB stä F , tìte |PF − PE| = λ.24. ^Estw kurt� gwn�a xOy kaÈ dojàn m¨ko λ. >EpÈ t¨ Ox Íy¸nome k�jeto s� aÎt�neÎjÔgrammo tm¨ma, prä tä mèro t¨ Oy, m kou λ kaÈ �pä tä �kro tou fèromepar�llhlh prä t�n Ox, � åpo�a tèmnei t�n Oy (pijanän, t�n proèktas  th, �n �
∠xOy eÚnai �mble�a) stä D; bl. sq¨ma 10. Katìpin, �pä tä D fèrnome �mieuje�a
Dx′, stä âswterikä t¨ ∠xOy, par�llhlh prä t�n Ox. >ApodeØxte íti k�je7



Ο λ

x y

F E

P

D

P’

x’Sq¨ma 10: ^Askhsh 24shmeØo P t¨ diqotìmou t¨ ∠x′Dy êqei t�n áx¨ Êdiìthta: _An �pä tä P fèromet� k�jeta prä tÈ pleurà t¨ gwn�a eÎjÔgramma tm mata PE kaÈ PF , ípw stäsq¨ma 10, tìte, PF − PE = λ.>ApodeØxte íti k�ti ântelÀ �n�logo ÊsqÔei �n tä P br�sketai st�n proèktash t¨diqotìmou t¨ gwn�a x′Dy, ípw, p.q., tä P ′ stä sq¨ma 10.25. Gewmetrikä tìpo basizìmeno st�n �skhsh 24. D�detai kurt� gwn�a xOy kaÈstajerä m¨ko λ. N� brejeØ å gewmetrikä tìpo tÀn shme�wn P , poÌ êqoun t�náx¨ Êdiìthta: _An �pä tä P fèrome eÎjÔgramma tm mata PF kaÈ PE k�jeta âpÈtÈ Ox kaÈ Oy, �ntisto�qw (tä F âpÈ t¨ Ox kaÈ tä E âpÈ t¨ Oy), n� ÊsqÔei
|PF − PE| = λ.26. Kataskeu� basizìmenh st�n �skhsh 25. D�detai tr�gwno ABC kaÈ m¨ko λ. >EpÈt¨ pleur� BC n� prosdiorisjeØ shmeØo P , mà t�n áx¨ Êdiìthta: _An fèrome �pä tä
P fèrome m�a k�jeth âpÈ t�n pleur� AB, poÌ t�n tèmnei stä F kaÈ m�a �llh k�jethâpÈ t�n pleur� AC, poÌ t�n tèmnei stä E (tä E « tä F pijanän n� br�sketai st�nproèktash t¨ �nt�stoiqh pleur�, �n � ∠A eÚnai �mble�a), tìte |PF − PE| = λ.

8


