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1. Στὶς διαλέξεις ἔχομε ’δεῖ ὅτι μία πεπερασμένη ἐπέκταση L/K εἶναι Galois ἄν,

καὶ μόνο ἄν, μία ἀπὸ τὶς ἀκόλουθες συνθῆκες ἱκανοποιεῖται:

(αʹ) |Aut(L/K)| = [L : K]

(βʹ) L εἶναι σῶμα ἀνάλυσης κάποιου διαχωρίσιμου πολυωνύμου ∈ K[X].

(γʹ) K = FL(Aut(L/K))

῾Η ἄσκηση αὐτὴ προσθέτει ἄλλον ἕνα χαρακτηρισμὸ τῆς ἐπέκτασης Galois.
Κατ’ ἀρχὰς δίνομε τὸν ἑξῆς ὁρισμό: ῾Η ἐπέκταση L/K λέγεται κανονικὴ ἂν
ἰσχύει τὸ ἑξῆς: Κάθε ἀνάγωγο τοῦ K[X], ποὺ ἔχει μία ρίζα στὸ L, ἀναλύεται
πλήρως σὲ πρωτοβάθμιους παράγοντες τοῦ L[X], δηλαδή, ἔχει ὅλες τὶς ρίζες
του στὸ L. ᾿Ισοδύναμα: Κάθε ἀνάγωγο πολυώνυμο τοῦ K[X], ἢ δὲν ἔχει
καμμία ρίζα στὸ L ἢ ἔχει ὅλες τὶς ρίζες του στὸ L.
Ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ ἐπέκταση L/K εἶναι Galois ἄν, καὶ μόνο ἄν,

(δʹ) L/K εἶναι κανονικὴ καὶ διαχωρίσιμη.

Στὶς παρακάτω ἀσκήσεις θὰ κάνετε χρήση κάποιων ἀπὸ τοὺς χαρα-

κτηρισμοὺς (αʹ) - (δʹ) γιὰ τὶς ἐπεκτάσεις Galois.

2. Ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν ἡ χαρακτηριστικὴ τοῦ σώματος K δὲν εἶναι 2, τότε κάθε

ἐπέκταση L/K βαθμοῦ 2 εἶναι Galois. Ἀποδεῖξτε, ἐπίσης, ὅτι κάθε τέτοια

ἐπέκταση L/K εἶναι τῆς μορφῆς L = K(λ), ὅπου λ ∈ L \K καὶ λ2 = d ∈ K.

Διαφορετικὰ διατυπωμένη ἡ τελευταία συνθήκη: L = K(
√
d), d ∈ K,

√
d 6∈

K. Ἀποδεῖξτε ὅτι G(L/K) = 〈σ〉, ὅπου ὁ σ ἔχει τὴν ἰδιότητα σ(a+ b
√
d) =

a− b
√
d γιὰ ὅλα τὰ a, b ∈ K. Γιατὶ ὑπάρχει τέτοιος σ;

3. Ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ ἐπέκτασηQ( 3
√
2)/Q δὲν εἶναιGalois, ἐνῶ ἡ ἐπέκτασηQ( 3

√
2, ω)/Q,

ὅπου ω2 + ω + 1 = 0 (παρατηρῆστε ὅτι ω3 = 1), εἶναι Galois.
Σχετικὰ μὲ τὸ πολυώνυμο X2 +X + 1 ∈ Q[X], δεῖξτε ὅτι οἱ ρίζες του εἶναι

ω καὶ ω2
(= −ω− 1) καὶ ὅτι εἶναι ἀνάγωγο πάνω ἀπὸ τὸ Q( 3

√
2). ῎Εστω L =

Q( 3
√
2, ω)/Q). Ἀποδεῖξτε (πολὺ προσεκτικά!) ὅτι ὑπάρχουν σ, τ ∈ G(L/K)

μὲ τὶς ἑξῆς ἰδιότητες: σ( 3
√
2) = ω 3

√
2, σ(ω) = ω καὶ τ( 3

√
2) = 3

√
2, τ(ω) = ω2

.

Δεῖξτε ὅτι σ3 = id, τ 2 = id, τσ = σ2τ , ἄρα ἡ ὁμάδα ποὺ παράγουν οἱ σ, τ
(= 〈σ, τ〉) εἶναι ἡ D3 (ὁμάδα συμμετριῶν τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου, ποὺ εἶναι

ἰσόμορφη μὲ τὴν S3, τὴν ὁμάδα μεταθέσεων τῶν τριῶν πραγμάτων). Ἀποδεῖξ-

τε ὅτι G(L/Q) = 〈σ, τ〉.



Δεῖξτε ὅτι τὰ στοιχεῖα 1, 3
√
2, 3
√
4, ω, ω 3

√
2, ω 3
√
4 ἀποτελοῦν βάση τῆς L/K.

῎Εστω λ = a+ b 3
√
2+ c 3

√
4+ dω+ eω 3

√
2+ fω 3

√
4, ὅπου a, b, c, d, e, f ∈ Q τὸ

τυπικὸ στοιχεῖο τοῦ L. Ποιὰ συνθήκη (ἀναγκαία καὶ ἱκανὴ) γιὰ τοὺς συντελε-

στὲς a, . . . , f προκύπτει ἀπ’ τὴ σχέση σ(λ) = λ; ᾿Εξ αὐτῆς συμπεράνατε ποιὸ

εἶναι τὸ σταθερὸ σῶμα FL(〈σ〉). Μὲ ἀνάλογο τρόπο ὑπολογῖστε τὰ FL(〈τ〉)
καὶ FL(〈στ〉).

4. ῎Εστω πρῶτος p καὶ ἀκέραιος n ≥ 1. Ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ ἐπέκταση Fpn/Fp εἶναι

Galois. Ποιὰ εἶναι ἡ τάξη τῆς G(Fpn/Fp); Ἀποδεῖξτε ὅτι ὁ αὐτομορφισμὸς τοῦ

Frobenius σ : Fpn → Fpn , ποὺ ὁρίζεται ἀπὸ τὴ σχέση σ(α) = αp
ἔχει τάξη n

καὶ παράγει τὴν ὁμάδα G(Fpn/Fp). Δηλαδή, G(Fpn/Fp) = 〈σ〉 (κυκλικὴ ὁμάδα

τάξεως n).
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