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1. Στὴν ἄσκηση αὐτή, γιὰ κάθε ὁμάδαG, θὰ συμβολίζομε μὲ εκθ(G) τὸν ἐκθέτη τῆς ὁμάδας
G, δηλαδή, τὸν ἐλάχιστο θετικὸν ἀκέραιο k, τέτοιον ὥστε gk = e (= οὐδέτερο τῆς G) γιὰ

κάθε g ∈ G.
1
^Εστω πεπερασμένη ὁμάδα G.

(αʹ) Δεῖξτε ὅτι ὁ εκθ(G) διαιρεῖ τὴν |G|.
(βʹ) Δεῖξτε ὅτι, ἂν ἡ G εἶναι κυκλική, τότε εκθ(G) = |G|.
(γʹ) ^Εστω ὅτι G εἶναι καρτεσιανὸ γινόμενο ὁμάδων: G =

∏n
i=1 Hi. Δεῖξτε ὅτι ὁ εκθ(G)

εἶναι πολλαπλάσιο τοῦ εκπ{εκθ(H1), . . . , εκθ(Hn)}. >Επιπλέον, ἂν οἱ ὁμάδες H1, . . . ,Hn

εἶναι κυκλικές, τότε ὁ εκθ(G) διαιρεῖται ἀπὸ τὸ εκπ{|H1|, . . . , |Hn|}.

2. >Αποδεῖξτε ὅτι, ἂν E/F εἶναι πεπερασμένη ἐπέκτασηKummer βαθμοῦ n καὶ τὸ F περιέχει

μία ἀρχικὴ n-οστὴ ρίζα τῆς μονάδος, τότε E/F εἶναι ἐπέκταση μὲ ριζικὰ n-οστῆς τάξεως.

3. ^Εστω πεπερασμένη ἐπέκταση E/F καὶ F ≤ K ≤ E, μὲ τὴν K/F κανονική. ^Εστω ὅτι τὰ

α, β ∈ E εἶναι F-ἀλγεβρικῶς συζυγῆ (δηλαδή, ἔχουν τὸ ἴδιο ἐλάχιστο πολυώνυμο πάνω
ἀπ’ τὸ F) καί, γιὰ κάποιο n ∈ N εἶναι αn ∈ K. >Αποδεῖξτε ὅτι, τότε καὶ βn ∈ K.

4. ^Εστω ἐπέκταση σωμάτων E/F, S ⊆ E καὶ t ∈ E ἀλγεβρικὸ πάνω ἀπὸ τὸ F(S ). >Α-

ποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχουν s1, . . . , sr ∈ S , διαφορετικὰ μεταξύ τους καὶ διαφορετικὰ τοῦ t,
τέτοια ὥστε τὸ {s1, . . . , sr, t} εἶναι ἀλγεβρικῶς ἐξαρτημένο σύνολο πάνω ἀπ’ τὸ F.

5. ^Εστω ἐπέκταση σωμάτων E/F, S ⊆ E ἀλγεβρικῶς ἀνεξάρτητο πάνω ἀπ’ τὸ F καὶ

t ∈ E, τέτοιο ὥστε τὸ S ∪ {t} εἶναι ἀλγεβρικῶς ἐξαρτημένο πάνω ἀπὸ τὸ F. >Αποδεῖξτε
ὅτι τὸ t εἶναι ἀλγεβρικὸ πάνω ἀπὸ τὸ F(S ).

6. (αʹ) ^Εστω ἐπέκταση E/F, S = {α1, . . . , αn} ⊆ E ἀλγεβρικῶς ἀνεξάρτητο πάνω ἀπ’ τὸ F
καὶ T ⊇ S ὑποσύνολο τοῦ E, ποὺ παράγει τὸ E ἀλγεβρικῶς πάνω ἀπὸ τὸ F. >Αποδεῖξτε
ὅτι ὑπάρχει ἕνα σύνολο B μεταξὺ τῶν S καὶ T , τὸ ὁποῖο εἶναι βάση ὑπερβατικότητας

τῆς E/F, ὡς ἑξῆς: ^Εστω T r S = {β1, . . . , βm}. _Αν T = ∅, τότε B = S εἶναι ἡ ζητούμενη

βάση ὑπερβατικότητας. Διαφορετικά, ὁρίζομε S 0 = S καί, ἐπαγωγικά, γιὰ i = 1, . . . ,m,

S i =

S i−1 ἂν βi εἶναι ἀλγεβρικὸ /F(S i−1)
S i−1 ∪ {βi} ἂν βi δὲν εἶναι ἀλγεβρικὸ /F(S i−1).

>Αποδεῖξτε ὅτι τὸ B = S m εἶναι βάση ὑπερβατικότητας τῆς E/F.

Σημαντικό! <Η παραπάνω ἐκφώνηση ἰσχύει καὶ γιὰ ἄπειρα S ,T . ^Ητοι,

1
_Αν δὲν ὑπάρχουν τέτοιο ἀκέραιοι k, τότε, γράφομε εκθ(G) = ∞, ἀλλά, στὶς πεπερασμένες ὁμάδες δὲν τίθεται

τέτοιο θέμα.



Πρόταση _Αν ἔχομε μία ἐπέκταση σωμάτων E/F, καὶ σύνολα S ,T , τέτοια
ὥστε S ⊆ T ⊆ E, μὲ τὸ S ἀλγεβρικῶς ἀνεξάρτητο /F καὶ τὸ T νὰ παράγει

ἀλγεβρικῶς τὸ E/F, τότε ὑπάρχει B, βάση ὑπερβατικότητας τῆς E/F, τέτοια
ὥστε S ⊆ B ⊆ T .2

Σὲ ὅλες τὶς ἀσκήσεις, καὶ στὶς ἐξετάσεις, μπορεῖτε νὰ χρησιμοποιεῖτε τὴν παραπάνω

πρόταση.

(βʹ) Χρησιμοποιώντας τὴν παραπάνω πρόταση, ἀποδεῖξτε ὅτι, κάθε ὑποσύνολο τοῦ E,
ἀλγεβρικῶς ἀνεξάρτητο /F περιέχεται σὲ κάποια βάση ὑπερβατικότητας τῆς E/F· καὶ
κάθε ὑποσύνολο τοῦ E, ποὺ παράγει ἀλγεβρικῶς τὸ E/F περιέχει μία βάση ὑπερβατι-

κότητας τῆς E/F.

7. ^Εστω E1, E2 ἐπεκτάσεις τοῦ σώματος F, οἱ ὁποῖες περιέχονται σὲ κάποιο μεγαλύτερο
σῶμα, ὁπότε ἔχει νόημα νὰ θεωρήσομε τὸ σῶμα E1E2. Χωρὶς νὰ χρησιμοποιήσετε τὴ

γενικὴ πρόταση: F ≤ K ≤ E ⇒ tr.deg(E/F) = tr.deg(E/K) + tr.deg(K/F), ἀποδεῖξτε:
(i) tr.deg(E1E2/F) ≥ tr.deg(Ei/F) γιὰ i = 1, 2,
(ii) tr.deg(E1E2/F) ≤ tr.deg(E1/F) + tr.deg(E2/F).

8. (Προαιρετική!) Θεωρώνταςἀληθῆ τὴνὑπόθεση τοῦσυνεχοῦς, ἀποδεῖξτε ὅτι tr.deg(C/Q) =
c, ὅπου c συμβολίζει τὸν πληθάριθμο τοῦ R.

<Υπόδειξη. _Αν S εἶναι βάση ὑπερβατικότητας τῆς C/Q, τότε |S | ≤ c (προφανῶς). _Αν δὲν ἴσχυε τὸ =,

τότε S εἶναι πεπερασμένο ἢ ἀριθμήσιμο (ἐδῶ ὑπεισέρχεται ἡ ὑπόθεση τοῦ συνεχοῦς). ^Εστω, λοιπόν, ὅτι

S = {s1, s2, s3, . . .}, ὅπου τὰ si μπορεῖ νὰ εἶναι πεπερασμένα τὸ πλῆθος, ἢ ἄπειρα. Θεωρῆστε τὶς διαδοχι-

κὲς ἐπεκτάσεις Q ⊂ Q(s1, s2, s3, . . .) ⊆ C καὶ ἐκτιμῆστε (ἄνω φράγμα) τὸν |C|. Θὰ καταλήξετε σὲ ἄτοπο.

Μπορεῖτε νὰ χρησιμοποιήσετε τὴν ἑξῆς Πρόταση: _Αν E/F εἶναι ἀλγεβρικὴ ἐπέκταση, τότε |E| = ℵ0 · |F|.
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