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1. ^Εστω C ἀλγεβρικὴ κλειστότητα τοῦ F, f ∈ F[X] ἀνάγωγο καὶ α, β ∈ C ρίζες τοῦ f .
>Εφαρμόζονταςκατάλληλα τὸΘεώρημα3.3.9 τοῦ [1], ἀποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχειF-μονομορφισμὸς
τ : C ↪→ C, ποὺ στέλνει τὸ α στὸ β. Στὴ συνέχεια, ἀποδεῖξτε ὅτι ὁ τ εἶναι ἐπί, ἄρα εἶναι

αὐτομορφισμὸς τοῦ C.
Προσοχή! Στὴ λύση σας νὰ μὴ χρησιμοποιήσετε τὸ Θεώρημα 1.1 τοῦ [2].

2. ^Εστω ἀλγεβρικὴ ἐπέκταση E/F καὶ C ἀλγεβρικὴ κλειστότητα τοῦ E. >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ
σῶμα C εἶναι ἀλγεβρικὴ κλειστότητα καὶ γιὰ τὸ F.

3. ^Εστω σῶμα F, D = F[t], ὁ δακτύλιος τῶν πολυωνύμων μεταβλητῆς t, μὲ συντελεστὲς
ἀπ’ τὸ F καὶ K = F(t) τὸ ‘‘σῶμα τῶν ρητῶν συναρτήσεων’’ (ἔτσι ἔχει ἐπικρατήσει νὰ

λέγεται) μεταβλητῆς t.
(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ t ∈ D εἶναι πρῶτο στοιχεῖο τῆς D.
(βʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ πολυώνυμο Xn − t ∈ K[X] εἶναι ἀνάγωγο.
(γʹ) ^Εστω ὅτι char F = p. >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ πολυώνυμο Xp − t, ἂν καὶ ἀνάγωγο στὸ

K[X] (σύμφωνα μὲ τὸ προηγούμενο ἐρώτημα), δὲν εἶναι διαχωρίσιμο· μάλιστα, ἂν C
εἶναι μία ἀλγεβρικὴ κλειστότητα τοῦ K, τὸ πολυ;ωνυμο αὐτὸ ἔχει μία μόνο ρίζα στὸ C.
<Υπόδειξη: Δεῖτε αὐτὰ ποὺ ὑπενθυμίζω ἀμέσως μετὰ τὸ Θεώρημα 1.12 τῶν σημειώσεων τοῦ μαθήματος

[2].

4. >Αποδεῖξτε ὅτι κάθε ἐπέκταση βαθμοῦ 2 εἶναι κανονική.

<Υπόδειξη. Δὲν χρειάζεται νὰ χρησιμοποιήσετε τῦπο ριζῶν δευτεροβάθμιας ἐξίσωσης.

5. >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ f = X3−3X−1 ∈ Q[X] εἶναι ἀνάγωγο στὸQ[X]. ^Εστω α ∈ C, ρίζα τοῦ
f . Δεῖξτε ὅτι καὶ τὸ 2 − α2

εἶναι ρίζα τοῦ f καὶ ὅτι ἡ ἐπέκταση Q(α)/Q εἶναι κανονική.

Τέλος, ἔστωθετικὸςἀκέραιος nκαὶ c0, c1, c2 ∈ Z τέτοιοιὥστε (3+α−α2)n = c0+c1α+c2α
2
.

(Γιατί, γιὰ κάθε n, ὑπάρχουν τέτοιοι ἀκέραιοι c0, c1, c2 ;) >Αποδεῖξτε ὅτι, τότε ἰσχύει καὶ

ἡ ἑξῆς σχέση: (1 − α)n = (c0 + 2c1 + 4c2) + c2α − (c1 + c2)α2
.

6. ^Εστω E/F ἐπέκταση Galois. >Αποδεῖξτε τὰ ἑξῆς:

(αʹ) F ≤ K ≤ E ⇒ F (G(E/K)) ≥ K.
(βʹ) H ≤ G(E/F)⇒ G(E/F (H)) ≥ H.

(γʹ) F ≤ K1 ≤ K2 ≤ E ⇒ G(E/K1) ≥ G(E/K2).
(δʹ) H1 ≤ H2 ≤ G(E/F)⇒ F (H1) ≥ F (H2).
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