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1. Θεωρῆστε τὸ εὐθὺ γινόμενο Z15 × Z
∗
15 τῶν ὁμάδων (Z15,+) καὶ (Z∗15, ·). Τὴν πράξη

τῆς ὁμάδας Z15 × Z
∗
15 συμβολῖστε προσθετικά. <Υπολογῖστε τὸ στοιχεῖο −3 ([4], [2]).

<Η ἀπάντησή σας θὰ εἶναι τῆς μορφῆς ([a], [b]), ὅπου a, b ἀκέραιοι μὲ 0 ≤ a, b ≤ 14.
μον. 0.5

2. ^Εστω ἡ ἕκτη διεδρικὴ ὁμάδα D6

D6 = 〈a, b | a6 = 1, b2 = 1, ba = a5b〉.

Θεωρῆστε δεδομένο ὅτι ἡ D6 ἔχει τὰ ἑξῆς, ἀκριβῶς, στοιχεῖα: 1, a, . . . , a5, b, ba, . . . ba5
.

(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι ἡ ὑποομάδα H = 〈a2〉 τῆς D6 εἶναι κανονική. Μπορεῖτε νὰ χρησι-

μοποιήσετε τὴ σχέση bai = a6−ib γιὰ κάθε i = 1, . . . , 5. μον. 0.5

(βʹ) Κατασκευᾶστε τὸν πίνακα τῆς πράξης τῆς ὁμάδας D6/H. Γιὰ ἁπλούστευση τοῦ

συμβολισμοῦ, νὰ γράφετε x ἀντὶ xH. Παρατηρώντας τὸν πίνακα ἐξηγῆστε γιατὶ ἡ

D6/H εἶναι ἀβελιανὴ καὶ βρεῖτε μὲ ποιὰ ὁμάδα τῆς μορφῆς Zn ἢ τῆς μορφῆς Zn × Zm

εἶναι ἰσόμορφη. μον. 1

3. (αʹ) Γρᾶψτε ὅλους τοὺς ἰσομορφικοὺς τύπους τῶν ἀβελιανῶν ὁμάδων τάξεως 108.
μον. 0.5

(βʹ) ^Εστω ἀβελιανὴ ὁμάδα G, τάξεως 108, ἡ ὁποία περιέχει στοιχεῖο τάξεως 36 καὶ

δὲν περιέχει στοιχεῖο τάξεως 27. Ποιὸς εἶναι ὁ ἰσομορφικὸς τῦπο τῆς G; Μπορεῖτε

νὰ χρησιμοποιήσετε τὸ ὅτι, ἂν μία ὁμάδα περιέχει ἕνα στοιχεῖο τάξεως n καὶ ὁ d εἶναι

θετικὸς διαιρέτης τοῦ n, τότε ἡ ὁμάδα περιέχει στοιχεῖο τάξεως n/d. μον. 1

4. ^Εστω G ἡ πολλαπλασιαστικὴ ὁμάδα τῶν 2× 2 ἀντιστρέψιμων πινάκων πραγματικῶν
ἀριθμῶν καὶ τὸ ὑποσύνολό της

H =
{(

a b
0 1

)
: a, b ∈ R, a , 0

}
.

(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι H < G καὶ ἡ ἀπεικόνιση f : H → R∗, ποὺ στέλνει τὸν πίνακα(
a b
0 1

)
στὸ a, εἶναι ἐπιμορφισμὸς ὁμάδων. μον. 0.5

(βʹ) <Υπολογῖστε τὸν πυρήνα τῆς f . μον. 0.5

(γʹ) _Αν K =
{(

1 b
0 1

)
: b ∈ R

}
, τότε K C H καὶ H/K � R∗. μον. 1
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5. ^Εστω ἡ ἀκέραια περιοχὴ D = {a + bi
√

6 : a, b ∈ Z}.
(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι D∗ = {±1} καὶ ὅτι τὸ i

√
6 εἶναι ἀνάγωγο στοιχεῖο τῆς D.

μον. 0.5

(βʹ) Βοηθούμενοι ἀπὸ τὴ σχέση −2 · 3 = (i
√

6)2
, ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ i

√
6 δὲν εἶναι πρῶτο

στοιχεῖο τῆς D. μον. 0.5

(γʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχουν ἰδεώδη τῆς D, ποὺ δὲν εἶναι κύρια. μον. 0.5

6. ^Εστω ὁ δακτύλιος K = Z5[X]/〈X2 + X + 1〉.
(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι ὁ K εἶναι σῶμα. μον. 1

(βʹ) Δεῖξτε, ὅτι τὸ στοιχεῖο X + 〈X2 + X + 1〉 ∈ K εἶναι κυβικὴ ρίζα τῆς μονάδας τοῦ K.
μον. 1

7. Σὲ κάθε μία ἀπὸ τὶς περιπτώσεις D = Z, D = Q, D = R καὶ D = C, θεωρῆστε τὸ
πολυώνυμο f (X) = (2X2 + 4)(3X2 − 6) ∈ D[X] καὶ ἀναλῦστε τὸ f (X) σὲ γινόμενο τῆς

μορφῆς

f (X) = ε · g1(X) · g2(X) · · · ,

ὅπου, ε ∈ D∗, καθένα ἀπὸ τὰ gi(X) (ὄχι κατ’ ἀνάγκη διαφορετικά μεταξύ τους) εἶναι

ἀνάγωγο στοιχεῖο τῆς D[X] καὶ, στὴν περίπτωση, ποὺ κάποιο gi(X) εἶναι μὴ σταθερὸ

πολυώνυμο, ὁ συντελεστὴς τοῦ μεγιστοβαθμίου ὅρου του εἶναι 1. <Η ἀπάντησή σας

πρέπει νὰ εἶναι διατυπωμένη στὴ μορφὴ ε = . . ., g1(X) = . . ., g2(X) = . . . μὲ μικρὲς

ἐπεξηγήσεις γιατὶ εἶναι ἀνάγωγα τῆς D[X] τὰ gi(X), ποὺ θὰ βρεῖτε. μον. 1

8. >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ f (X,Y) = X2+XY +Y ∈ Q[X,Y] εἶναι ἀνάγωγο στοιχεῖο τῆς ἀκέραιας
περιοχῆς Q[X,Y]. <Η ἀπόδειξή σας νὰ εἶναι σύντομη, ἀλλὰ σχολαστικὰ διατυπωμένη.

μον. 1

<Οδηγίες

• >Επιτρέπεται νὰ συμβουλεύεστε τὶς σημειώσεις μου. >Απαγορεύεται νὰ ἔχετε γράψει ὁ-

ποιοδήποτε σχόλιο σὲ αὐτές. <Η παραβίαση αὐτοῦ τοῦ κανόνα συνεπάγεται μηδενισμὸ τοῦ

γραπτοῦ σας.

• Μπορεῖτε νὰ χρησιμοποιήσετε ἀναπόδεικτη ὁποιαδήποτε πρόταση τῶν σημειώσεών μου,

ὑπὸ τὸν ὅρον ὅτι θὰ τὴν προσδιορίσετε σαφῶς, μὲ τὴν ἀρίθμησή της καὶ θὰ δείξετε ὅτι, στὴ

συγκεκριμένη ἐφαρμογὴ ποὺ θὰ κάνετε, πληροῦνται οἱ ὑποθέσεις τῆς πρότασης.

• Μπορεῖτε νὰ χρησιμοποιήσετε ἀναπόδεικτη ὁποιαδήποτε πρόταση τῶν βιβλίων, ποὺ προ-

τείνονται στὴν ἰστοσελίδα τοῦ μαθήματος, ὑπὸ τὸν ὅρον ὅτι θὰ τὴν διατυπώσετε στὴ γενικὴ

μορφή της καὶ θὰ δείξετε ὅτι, στὴ συγκεκριμένη ἐφαρμογὴ ποὺ θὰ κάνετε, πληροῦνται οἱ

ὑποθέσεις τῆς πρότασης.

Βαθμολογία

Σύνολο μονάδων 11 . <Η βαθμολογία προκύπτει ὡς ἑξῆς: ^Εστω B1 ἡ βαθμολογία, ποὺ

συγκεντρώνετε ἀπὸ τὰ θέματα 1-4 καὶ B2 ἡ βαθμολογία, ποὺ συγκεντρώνετε ἀπὸ τὰ θέματα

5-8. Τότε ὁ βαθμός σας εἶναι

B1 + B2 −max{2.5 − B1, 0} −max{2.5 − B2, 0}.

Αὐτὸ συνεπάγεται ὅτι, γιὰ νὰ πάρετε τὴ βάση (5), πρέπει B1 ≥ 2.5 καὶ B2 ≥ 2.5.
Καλὴ ἐπιτυχία!
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