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1. ῎Εστω περιττὸς πρῶτος � , � ἀρχικὴ � -ϱίζα τῆς µονάδος, � �������
	 καὶ � ὁ

δακτύλιος τῶν ἀκεραίων τοῦ � .

Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ κάθε ���� , ὁ �����������
��	����������
	 εἶναι µονάδα τοῦ � .

2. ῎Εστω �������� !	 , ὅπου  #"$�&% .
(α΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι τὰ �!'( 
'  *)+ '  *,- . ἀποτελοῦν ἀκέραια ϐάση.

(ϐ΄) Παραγοντοποιῆστε τὸ ��.!	 σὲ πρῶτα ἰδεώδη.

(γ΄) Μὲ τὴ ϐοήθεια κάποιων ἀπὸ τὰ ἰδεώδη ποὺ διαιροῦν τὸ 7, ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ

µονάδα ���/���� *,0� - δὲν εἶναι οὔτε ἄρτια δύναµη, οὔτε κύβος ἄλλης µονάδας.

Γιὰ νὰ διευκολυνθεῖτε στὶς πράξεις, δίνεται ὁ τύπος τῆς στάθµης τοῦ � :

1 �3254�67 �498! ) 49:; , 	<�=2 " �>%?6 " 4A@ - 8 " ��B
� + : " �C�D@*2 ) 8 ) 4=� + %*6 ) : )
��E + 2 ) 6
:�4AE + 2F6 ) 8G� + B*@?678 ) :�4 + B?@*2H8?: )JI

3. ῎Εστω ἡ τετραγωνικὴ µορφὴ KL�M2N'O67	P�Q2 ) 4=2F6R4 - 6 ) . Ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν ἡ K
ἀναπαριστᾷ ἕνα τοὐλάχιστον ἀπὸ τοὺς ἀριθµοὺς � ' + � , ὅπου � περιττὸς πρῶτος,

τότε �TS �?' + ' - 'O%A�MURV
WX�YB!	 . Ἀντιστρόφως, ἂν ὁ � εἶναι πρῶτος καὶ �TS �!' + ' - '(%
�ZUPV[W\�YB!	 , τότε ἕνας ἐκ τῶν � ' + � ἀναπαριστᾶται ἀπὸ τὴν K .

῾Υπόδειξη. Θὰ χρειασθεῖ νὰ ἐργασθῆτε σὲ κάποιο τετραγωνικὸ σῶµα ]_^a`�bdc?e , ὅπουfDg c ἀποτελοῦν ἀκέραια ϐάση τοῦ ] . ῾Ο ἀριθµὸς κλάσεων ἰδεωδῶν τοῦ ] εἶναι 2 καὶ τὸh ) ^ib3j g c*e εἶναι γεννήτορας τῆς ὁµάδος κλάσεων ἰδεωδῶν.

4. ῎Εστω �������3k�	 , ὅπου k ) �lkm4A@G�&n .
(α΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι ὁ ἀριθµὸς κλάσεων τοῦ � εἶναι 3.

(ϐ΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι � + 	o�ap ) prq) , ὅπου p ) ���
+ '�k�	 καὶ prq) �s� + 'D�t4uk�	 .

(γ΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι p )) �
- ��4&� + 4uk�	�� καὶ p ,) �s� + �vk�	 .

῾Υπόδειξη. Σ’ αὐτὸ τὸ ἐρώτηµα ϑὰ σᾶς ϕανεῖ χρήσιµο τὸ Ε΄ ϕυλλάδιο ἀσκήσεων.

(δ΄) ᾿Εξηγῆστε γιατὶ κάθε ἰδεῶδες w εἶναι τῆς µορφῆς wx��yHp?z ) γιὰ κάποιο yXX�
καὶ κάποιο {|v}#n7'D�?' +
~ καὶ προσδιορῖστε ὅλα τὰ �My�'�{
	 ἔτσι ὥστε w*,������J4 + k�	 .

5. Λῦστε τὴν ἄσκηση 2 τοῦ Ζ΄ ϕυλλαδίου ἀσκήσεων.


