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1. ῎Εστω
�

ἀριθµητικὸ σῶµα ϐαθµοῦ � . Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ κάθε ϕυσικὸ ἀριθµὸ� , τὸ πλῆθος τῶν ἀκεραίων ἰδεωδῶν τοῦ
�

στάθµης � εἶναι, τὸ πολύ, ἴσο µὲ

τὸ πλῆθος τῶν � -άδων �����	��
�
�
��
��������� � ��� , οἱ ὁποῖες ἱκανοποιοῦν τὴ σχέση

��������������� � .
῾Υπόδειξη. Ἂν �! #" , ὁ ἰσχυρισµὸς εἶναι προφανής. ῎Εστω ὅτι �%$&" καὶ ' �	(*)*)*)+( '�, εἶναι

ὅλοι οἱ διαφορετικοὶ πρῶτοι διαιρέτες τοῦ � . ∆εῖξτε ὅτι κάθε ἰδεῶδες -.'0/�1 γράφεται ὡς

γινόµενο 2�/ �43*3*3 25/ � , ὅπου κάθε 25/�6 εἶναι, ἢ πρῶτο, ἢ ἴσο µὲ τὸ 7 ( 7 ὁ δακτύλιος τῶν

ἀκεραίων τοῦ 8 ), δίχως νὰ εἶναι ὅλα τὰ 2�/ �	(*)*)*)	( 25/ � ἴσα µὲ 7 . Κάθε ἰδεῶδες µὲ στάθµη

� εἶναι γινόµενο 9 �:3*3*3 9 � , ὅπου 9	6: ;2=<?>A@� 6 3*3*3 2=<�BC@� 6 , µὲ τοὺς DE/�6 µὴ ἀρνητικοὺς ἀκεραίους

καί, ἂν 25/�6� F7 , DE/�6� FG . ῎Εστω HI-J9	6K1L NMO6QPSR κλπ.

2. ῎Εστω
�

ἀριθµητικὸ σῶµα καὶ T ὁ δακτύλιος τῶν ἀκεραίων του. Γιὰ κάθε µὴ

µηδενικὸ ἰδεῶδες U τοῦ T συµβολίζοµε µὲ VW�XUY� τὸ πλῆθος τῶν διαφορετικῶν

κλάσεων �[Z\U καθὼς τὸ � διατρέχει τὸ T καὶ τὸ ἰδεῶδες ���]� εἶναι πρῶτο πρὸς

τὸ U . ῾Ο ϐασικὸς στόχος αὐτῆς τῆς ἀσκήσεως εἶναι νὰ ἀποδείξει ἕνα τύπο γιὰ τὴ

συνάρτηση V , ἀνάλογο µὲ τὸν γνωστὸ ἀπὸ τὴ στοιχειώδη Θεωρία Ἀριθµῶν τύπο

τῆς συνάρτησης V τοῦ Euler καὶ µία πρόταση ἀνάλογη µὲ τὸ ϑεώρηµα (στὸ � )

τοῦ Euler �_^�`baWcLdfe ��gih�jlkm� ὅταν � � �
km�n� e .
(α΄) ῎Εστω µὴ µηδενικὸ ἰδεῶδες U τοῦ T . Ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ �WZoU εἶναι ἀντιστρέψιµο

στοιχεῖο τοῦ δακτυλίου Tqp�U ἄν, καὶ µόνο ἄν, τὸ κύριο ἰδεῶδες �r�]� εἶναι πρῶτο

πρὸς τὸ U .
῾Υπόδειξη. ῎Εχοµε ’δεῖ διάφορες ἰσοδύναµες προτάσεις γιὰ τὸ πότε δύο ἰδεώδη 9 (	s εἶναι

πρῶτα µεταξύ τους καὶ µία ἀπὸ αὐτὲς εἶναι, 9ut s  N7 .

(ϐ΄) ῎Εστω ὅτι τὰ ἰδεώδη U_��v εἶναι πρῶτα µεταξύ τους. Ἀποδεῖξτε ὅτι ὁ κανονι-

κὸς ὁµοµορφισµὸς δακτυλίων Txw TIp�U[yFTqpEv ἐπάγει ἕναν ἰσοµορφισµὸ τῶν

δακτυλίων TIp�U�v καὶ TIp�U%yzTqpEv . 1

(γ΄) ῎Εστω ὅτι τὰ ἰδεώδη U_��v εἶναι πρῶτα µεταξύ τους. Ἀποδεῖξτε ὅτι V{�|U�v=�S�
VW�XUY�
VW��v=� .
῾Υπόδειξη. Μία προφανὴς πρόταση τῆς στοιχειώδους Ἄλγεβρας εἶναι ὅτι, ἂν } (C~ εἶναι

ἀντιµεταθετικοὶ δακτύλιοι µὲ µοναδιαῖο, τότε τὸ -�� (�� 1�P�}�� ~ εἶναι ἀντιστρέψιµο

στοιχεῖο τοῦ δακτυλίου }\� ~ ἄν, καὶ µόνο ἄν, τὸ � εἶναι ἀντιστρέψιµο στοιχεῖο τοῦ }
καὶ τὸ � εἶναι ἀντιστρέψιµο στοιχεῖο τοῦ ~ . Χρησιµοποιεῖστε, ἐπίσης, τὰ (α΄) καὶ (ϐ΄).

1Στὴν πραγµατικότητα, ἡ πρόταση αὐτὴ εἶναι γενικὴ καὶ ἰσχύει σὲ κάθε ἀντιµεταθετικὸ δακτύλιο µὲ

µοναδιαῖο, ἡ δὲ συνθήκη νὰ εἶναι τὰ ���C� πρῶτα µεταξύ τους διατυπώνεται ὡς �����u��� .



(δ΄) ῎Εστω � πρῶτο ἰδεῶδες. Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ κάθε ἀκέραιο ��� e , ἰσχύει� �Op���� � �	�%�
�O���
� � .
῾Υπόδειξη. Θεωρῆστε τὴν ἁλυσσίδα τῶν προσθετικῶν ὑποοµάδων 2 ��� 2 � 7 . ῞Ενα

ἀπὸ τὰ ϑεωρήµατα ἰσοµορφισµοῦ τῶν ῾Οµάδων λέει ὅτι, ἂν 8 ������� εἶναι ἁλυσσίδα

ὑποοµάδων µὲ 8�� � 2 καὶ � � � , τότε 8�� � , ��� 8�� ��� 8 καὶ - ��� 8l1 � - ��� 8l1�� ����� .

(ε΄) ῎Εστω � πρῶτο ἰδεῶδες καὶ ��� e ἀκέραιος. Ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ πλῆθος τῶν

διαφορετικῶν κλάσεων �lZ�� � , ὅταν � � T καὶ � � � , εἶναι ἴσο µὲ �%�
�O� � � � . ᾿Εξ

αὐτοῦ συµπεράνατε ὅτι VW�!� � � �"� �
�O� �$# � �!�O� � � � .
Βασισθεῖτε στὸ (δ΄).

(ϛ΄) Χρησιµοποιεῖστε κάποια ἀπὸ τὰ προηγούµενα συµπεράσµατα γιὰ νὰ κατα-

λήξετε στὸν τύπο

VW�|UY�n�	� �|UY�&% '
( )+* e # e� �!�O�-, 


(Ϲ΄) ῎Εστω ἰδεῶδες . καὶ /#�NT πρῶτο πρὸς τὸ . . Ἀποδεῖξτε ὅτι (γενίκευση τοῦ

ϑεωρήµατος τοῦ Euler τῆς στοιχειώδους Θεωρίας Ἀριθµῶν)/ ^�`104c dfe ��gih�j2. �W

῾Υπόδειξη. Παρατηρῆστε ὅτι τὸ σύνολο τῶν κλάσεων M!t43 , καθὼς τὸ M διατρέχει τὸ 7
καὶ εἶναι πρῶτο πρὸς τὸ 3 , ἀποτελεῖ πολλαπλασιαστικὴ ὁµάδα τάξεως 5]-63I1 .
(η΄) Μὲ ἐφαρµογὴ τοῦ (Ϲ΄) ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν ὁ ϱητὸς πρῶτος 7 ἀναλύεται πλήρως

στὸ
�

(δηλαδή, εἶναι γινόµενο � διαφορετικῶν πρώτων ἰδεωδῶν τοῦ
�

), τότε,

γιὰ κάθε /F��T πρῶτο πρὸς τὸν 7 ἰσχύει/98 � � dfe ��gih�j:7:� (ἰσοτιµία στὸ T ).

3. Ἀποδεῖξτε ὅτι ὅλες οἱ ἀκέραιες λύσεις ���L�<; � τῆς ἐξίσωσης e>= �@?OZ�ACB=�D;nZ eFE ;G? �	H
δίνονται ἀπὸ τοὺς τύπους

e>= � Z e>I ; ZJAGK B-;S�	Li� eNM Z I K B����OA ZPB�K BY� � � � ���F

῾Υπόδειξη. Μὴ ξεχνᾶτε τὴ σχολικοῦ ἐπιπέδου συνεπαγωγή, �=M ? tRQ>S�MUT tWVXT ?  �Y[Z
- �YMqt\S�T_1 ?^]�_ T ?  F�-Y , ὅπου _  `S ?^] �-V .

4. ῾Η ἄσκηση αὐτὴ χρειάζεται τὴ ϑεωρία παραγοντοποίησης σὲ τετραγωνικὸ σῶµα.

῾Η ἀπόδειξη τῶν ἰσχυρισµῶν της µὲ στοιχειώδη µέσα εἶναι δύσκολη.

(α΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι ὁ πρῶτος 7ba M γράφεται ὑπὸ τὴ µορφὴ �9?�Z M ;U? ( �L�c;o��� ) ἄν,

καὶ µόνο ἄν, 7 dfe �dH#��gih�jeBgf0� .
(ϐ΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι ὁ πρῶτος 7ha M γράφεται ὑπὸ τὴ µορφὴ B=�9? ZiB=�D;oZiAg;G?
( �L�<;o��� ) ἄν, καὶ µόνο ἄν, 7 d AE� = �Kg hOjeBgf�� .

2 j σηµαίνει κανονικὴ ὑποοµάδα.
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