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1. ῎Εστω K = Q(θ) καὶ τὸ ἐλάχιστο πολυώνυµο τοῦ θ πάνω ἀπὸ τὸ Q ἔχει µία του-

λάχιστον πραγµατικὴ ϱίζα. Ἀποδεῖξτε ὅτι οἱ µόνες µιγαδικὲς ϱίζες τῆς µονάδος

(ὁποιασδήποτε τάξεως), ποὺ ἀνήκουν στὸ K εἶναι οἱ ±1.

2. Στὸ K = Q(θ), ὅπου θ =
√

79, ἔχοµε ἀποδείξει ὅτι ἰσχύουν οἱ ἑξῆς ἀναλύσεις

σὲ πρῶτα ἰδεώδη:

(3) = p3p
′
3 , p3 = (3, 1 + θ) , p′

3 = (3,−1 + θ)

(5) = p5p
′
5 , p5 = (5, 2 + θ) , p′

5 = (5,−2 + θ)

(7) = p7p
′
7 , p7 = (7, 3 + θ) , p′

7 = (7,−3 + θ)

(13) = p13p
′
13 , p13 = (13, 1 + θ) , p′

13 = (13,−1 + θ)

καὶ (2) = p2
2, p2 = (9 + θ). Εἴδαµε, ἐπίσης, ὅτι ἡ ὁµάδα κλάσεων τοῦ K

παράγεται ἀπὸ τὴν κλάση τοῦ p5 καὶ ἔχει τάξη 3.

Γιὰ καθένα ἀπὸ τὰ παραπάνω ἰδεώδη p ὑπολογῖστε α ∈ K καὶ j ∈ {0, 1, 2},
τέτοια ὥστε p = α pj5.

῾Υπόδειξη : Μὲ τὴ ϐοήθεια τῶν ἀσκήσεων 1 καὶ 2 του Φυλλαδίου Ε΄ ἀποδεῖξτε ὅτι p5 =
5Z + (2 + θ)Z, p2

5 = 25Z + (2 + θ)Z, p3
5 = (21− 2θ).

Βρεῖτε τὴν ἀνάλυση σὲ πρῶτα ἰδεώδη τῶν (1 + θ), (−1 + θ), (2 + θ), (−2 + θ), (3 + θ),
(−3 + θ). Μὲ τὴ ϐοήθεια αὐτῶν τῶν ἀναλύσεων καὶ τῆς p3

5 = (21 − 2θ) µπορεῖτε τώρα

νὰ ὑπολογίσετε εὔκολα τὰ j καὶ α (τὸ α δὲν εἶναι, ἐν γένει, ἀκέραιο στοιχεῖο.)

3. ῎Εστω θ = 3
√

6 καὶ ε = 1 − 6θ + 3θ2
. ῾Υπολογῖστε τὸ ἐλάχιστο πολυώνυµο τοῦ ε

πάνω ἀπὸ τὸ Q καὶ παρατηρῆστε ὅτι τὸ ε εἶναι µονάδα. Ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ ἐξίσωση

xν = ε, ν ∈ {3, 7} εἶναι ἀδύνατη σὲ ἀκεραίους x τοῦ K.

῾Υπόδειξη. ῞Οταν ν = 3 ἐργασθῆτε (mod p) µὲ p πρῶτο διαιρέτη τοῦ 7. ῞Οταν ν = 7
ἐργασθῆτε ἀνάλογα, µὲ p πρῶτο διαιρέτη τοῦ 29.

4. Σ’ αὐτὴ τὴν ἄσκηση ἀποδεικνύεται ὅτι ὁ ἀριθµὸς κλάσεων ἰδεωδῶν τοῦ σώµατος

K = Q(θ), θ = 3
√

6, εἶναι 1.

(α΄) ∆εῖξτε ὅτι ἀρκεῖ ν’ ἀποδείξει κανεὶς πὼς κάθε πρῶτο (ἀκέραιο) ἰδεῶδες στάθ-

µης ≤ 19 εἶναι κύριο.

(ϐ΄) Παρατηρῆστε πρῶτα ὅτι N(2− θ) = 2 καὶ ἀποδεῖξτε µετὰ ὅτι ἡ ἀνάλυση τοῦ

(2) σὲ πρῶτα ἰδεώδη εἶναι (2) = p3
2, ὅπου p2 = (2− θ).



(γ΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι ἕνα µόνο πρῶτο ἰδεῶδες p3 ὑπάρχει, ποὺ διαιρεῖ τὸ (3). Ἀπο-

δεῖξτε ὅτι τὸ p3 εἶναι κύριο.

῾Υπόδειξη. N(θ) = · · · .

(δ΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι (5) = p5p
′
5, ὅπου N(p5) = 5 καὶ N(p′

5) = 25, καὶ ἀποδεῖξτε ὅτι

αὐτὰ τὰ πρῶτα ἰδεώδη εἶναι κύρια.

῾Υπόδειξη. N(−1 + θ) = · · · .

(ε΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ ἀνάλυση τοῦ (7) σὲ πρῶτα ἰδεώδη εἶναι

(7) = p7p
′
7p

′′
7 , p7 = (7, 1 + θ) , p′

7 = (7, 2 + θ) , p′′
7 = (7,−3 + θ) .

Ἀποδεῖξτε ὅτι καὶ οἱ τρεῖς πρῶτοι διαιρέτες τοῦ (7) εἶναι κύρια ἰδεώδη.

῾Υπόδειξη. ῾Υπολογῖστε τὶς στάθµες N(1 + θ),N(2 + θ),N(−3 + θ).

(ϝ΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ (11) ἔχει ἕνα µόνο πρῶτο διαιρέτη p11 ϐαθµοῦ 1 καὶ αὐτὸς

διαιρεῖ τὸ 3 + θ. ᾿Εξ αὐτοῦ συµπεράνετε ὅτι τὸ p11 εἶναι κύριο. Ἀνάλογα καὶ γιὰ

τὸ (17).

(Ϲ΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι τὰ ἰδεώδη (13) καὶ (19) εἶναι πρῶτα.

5. Σ’ αὐτὴ τὴν ἄσκηση ἀποδεικνύεται ὅτι ἡ ἐξίσωση x3 + 6y3 = 10z3
δὲν ἔχει

ἀκέραιες λύσεις (x, y, z) µὲ xyz 6= 0. Σύµφωνα µὲ ὅ,τι ἔχοµε ’δεῖ στὸ µάθηµα,

εἴτε στὶς ἀσκήσεις, στὸ σῶµα K = Q(θ), ὅπου θ = 3
√

6, µία ἀκέραια ϐάση εἶναι

ἡ {1, θ, θ2}, ϑεµελιώδης µονάδα εἶναι ἡ ε = 1− 6θ+ 3θ2
καὶ ὁ ἀριθµὸς κλάσεων

ἰδεωδῶν εἶναι 1. Θὰ χρειασθῆτε κάποια ἀπὸ τὰ ἀποτελέσµατα τῆς ἀσκήσεως 4.

Ἀκολουθῆστε τὰ παρακάτω ϐήµατα:

(α΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι δὲν ϐλάπτεται ἡ γενικότητα ἂν ὑποθέσοµε ὅτι οἱ x, y, z εἶναι

ἀνὰ δύο πρῶτοι µεταξύ τους. Κατόπιν, συµπεράνατε ὅτι (x, 3) = 1, (y, 10) = 1
καὶ (z, 6) = 1.

(ϐ΄) Παραγοντοποιῆστε τὴν ἐξίσωση ὡς

(x+ yθ)(x2 − xyθ + y2θ2) = (x+ yθ)[(x+ yθ)2 − 3xyθ] = 10z3 . (1)

Ἀποδεῖξτε πρῶτα ὅτι τὰ µόνα πρῶτα ἰδεώδη, ποὺ δὲν ἀποκλείεται νὰ διαιροῦν

συγχρόνως τὰ (x+ yθ) καὶ (x2−xyθ+ y2θ2) εἶναι τὰ p2, p3. Ἀποκλεῖστε κατόπιν

τὸ p3. Ἀντιθέτως, ἀποδεῖξτε ὅτι p2|(x + yθ), p2
2|(x2 − xyθ + y2θ2), ὁπότε ἡ (1)

συνεπάγεται τὴν ἐξίσωση ἰδεωδῶν

(x+ yθ)

p2

· (x
2 − xyθ + y2θ2)

p2
2

= p5p
′
5(z)

3 , (2)

ὅπου οἱ δύο παράγοντες στὸ ἀριστερὸ µέλος εἶναι ἰδεώδη πρῶτα µεταξύ τους.

(γ΄) ῾Υπολογῖστε π5, π
′
5 ∈ Z[θ], τέτοια ὥστε p5 = (π5) καὶ p′

5 = (π′
5).

(δ΄) Συµπεράνατε ἀπὸ τὴν (2) ὅτι

(x+ yθ) = p2p5a
3

εἴτε (x+ yθ) = p2p
′
5a

3 ,

2



ὅπου a = (u+ vθ+wθ2) εἶναι ἀκέραιο κύριο ἰδεῶδες. Ἀπὸ τὶς ἰσότητες ἰδεωδῶν

περᾶστε σὲ ἰσότητες στὸ Z[θ].

(ε΄) Παρατηρῆστε ὅτι ε ≡ 1 (mod 3) καὶ (u + vθ + wθ2)3 ≡ u (mod 3) καί,

κατόπιν, διαπιστῶστε ὅτι οἱ σχέσεις, στὶς ὁποῖες καταλήξατε στὸ ϐῆµα (δ΄), σᾶς

ὁδηγοῦν στὴν x ≡ 0 (mod 3), ἄρα σὲ ἀντίφαση.
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