
Αλγεβρικη Θεωρια Αριθµων

Φθινοπωρινὸ ἑξάµηνο 2006

Καθηγητὴς Ν. Γ. Τζανάκης

Ε΄ Φυλλάδιο Ἀσκήσεων

1. ῎Εστω ὅτι ἔχοµε ἐκφράσει τὰ ἰδεώδη
�����

τοῦ � ὡς � -δ.π. ὡς ἑξῆς :
��� �
	�����	�	�	�����	���� καὶ

��� ��	�������	�	�	�����	���� , µὲ τὰ ��� καὶ ��� στὸ � . Τότε, ἀποδεῖξτε ὅτι

τὸ γινόµενο ἰδεωδῶν
� 	 � ταυτίζεται µὲ τὴ � -δ.π., τῆς ὁποίας γεννήτορες εἶναι

ὅλα τὰ ����� � , ( ! �#"$�&%�%&%��('
καὶ ) �*"$�&%&%�%��(+

).

2. Στὴν ἄσκηση αὐτή, , -�/.0�&"
εἶναι ἀκέραιος ἐλεύθερος τετραγώνου καὶ ἐργα-

Ϲόµαστε στὸ τετραγωνικὸ σῶµα 1 �325476 ,�8 . Στὴν περίπτωση ποὺ , 9;: �=<4?>A@CBED 8 , µιὰ ἀκέραια ϐάση τοῦ 1 εἶναι ἡ F "$� 6 ,�G , ἐνῶ, ἂν ,H9 "I4J>K@�BLD 8 ,
µιὰ ἀκέραια ϐάση εἶναι ἡ F "$�M47" � 6 ,N8PO$: G .
(α΄) ῎Εστω , 9 : �=<Q4J>K@�BLD 8 καὶ τὸ ἰδεῶδες

�#� 4�RS�=T � 6 ,�8 τοῦ � , ὅπουRS�=TVU � καὶ
RXWY4�T=Z[ ,�8 (στὸ � ). Ἀποδεῖξτε ὅτι, τότε, τὸ

�
ταυτίζεται µὲ τὴ � -δ.π.�\	 R �]�\	 4�T � 6 ,�8 .

(ϐ΄) ῎Εστω , 9 "\4?>A@CBLD 8 καὶ τὸ ἰδεῶδες
�^� 4?RS�M4�T � 6 ,�8_O$:$8 τοῦ � , ὅπουRS�=T�U � , ὁ

T
εἶναι περιττὸς καὶ

D`RXWY4?T Z [ ,�8 (στὸ � ). Ἀποδεῖξτε ὅτι, τότε, τὸ
�

ταυτίζεται µὲ τὴ � -δ.π. �a	 R �b�\	 4?T � 6 ,�8_O$: .
3. Θέτοµε c � 6 dfe

καὶ ἐργαζόµαστε στὸ ἀριθµητικὸ σῶµα 1 �g254 c`8 . ῎Εστω τὸ

ἰδεῶδες h �i4�jC� :k�lc$8 . Μὲ τὴ ϐοήθεια τῆς προηγούµενης ἄσκησης ἀποδεῖξτε ὅτιh Zm�i4 : jC� :n�oc$8 καὶ h�p �q4 : "r[ :fc$8 (κύριο ἰδεῶδες !).

4. ῎Εστω ,s-�t.0�&"
εἶναι ἀκέραιος ἐλεύθερος τετραγώνου καὶ

u �wv 6 , ἂν ,w9x: �=< 4J>K@�BLD 8��ySz {Z ἂν ,w9 " 4?>A@CBED 8 %
Στὸ ἀριθµητικὸ σῶµα 1 �|2�4 6 ,�8 τὰ

"$� u ἀποτελοῦν ἀκέραια ϐάση. ῎Εστω � ὁ

δακτύλιος τῶν ἀκεραίων τοῦ 1 . Μὲ } συµβολίζοµε τὴ στάθµη }V~���� .

Ἀποδεῖξτε πρῶτα ὅτι ἕνα µὴ µηδενικὸ ἰδεῶδες τοῦ � περιέχει στοιχεῖα �r��� u µὲ� � � U � καὶ �
-�x.
. Μετὰ, ἀποδεῖξτε ὅτι γιὰ κάθε µὴ µηδενικὸ ἰδεῶδες

�
τοῦ �

ἰσχύουν τὰ ἑξῆς :

(α΄) Γιὰ κάθε ���#� u U��
, } 4 ����� u 8 U��

καί, συνεπῶς, τὸ
�

περιέχει µὴ

µηδενικοὺς ϱητοὺς ἀκεραίους.

(ϐ΄) ῎Εστω
R

ὁ ἐλάχιστος ϑετικὸς ϱητὸς ἀκέραιος, ποὺ ἀνήκει στὸ
�
. Τότε, κάθε

ϱητὸς ἀκέραιος τοῦ
�

εἶναι πολλαπλάσιο (στὸ � ) τοῦ
R
.

Στὰ παρακάτω ἐρωτήµατα, τὸ
R

διατηρεῖ τὴ σηµασία, ποὺ ἔχει καὶ σὲ

τοῦτο τὸ ἐρώτηµα.



(γ΄) ῎Εστω � ὁ ἐλάχιστος ϑετικὸς � U � , γιὰ τὸν ὁποῖον ὑπάρχει � U � τέτοιο ὥστε� �]� u U �
. Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ κάθε � �b� u U��

( � � � U � ), ἰσχύει �
W � (στὸ � ).

Στὰ παρακάτω ἐρωτήµατα, τὸ � διατηρεῖ τὴ σηµασία, ποὺ ἔχει καὶ σὲ

τοῦτο τὸ ἐρώτηµα.

(δ΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι �
W R

(στὸ � ).

(ε΄) ῎Εστω ὅτι ���b� u U � ( � � � U � ). Ἀποδεῖξτε ὅτι �
W � (στὸ � ).

(ϛ΄) Ἀποδεῖξτε ὅτι
���#4

� 8 � � � .

(Ϲ΄) ῎Εστω
T U � , τέτοιο ὥστε

T ��� u U �
. Ἀποδεῖξτε ὅτι

� � R ��� 4?T ��� u 8 � .

2


