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∆΄ Φυλλάδιο Ἀσκήσεων

Στὸ ϕυλλάδιο αὐτό :

• Τὸ
�

εἶναι ἀριθµητικὸ σῶµα µὲ δακτύλιο ἀκεραίων � .

• ᾿Ιδεῶδες τοῦ
�

σηµαίνει κλασµατικὸ (ἐν γένει) ἰδεῶδες.

• ᾿Ιδεῶδες τοῦ � σηµαίνει ἰδεῶδες τοῦ � , ὑπὸ τὴ συνήθη ἔννοια. ῞Οταν

πρέπει νὰ τονισθεῖ ὅτι πρόκειται γιὰ ἰδεῶδες τοῦ � , ὑπὸ τὴ συνήθη

ἔννοια, τότε χρησιµοποιεῖται ὁ ὅρος ἀκέραιο ἰδεῶδες.

• Ἂν �������	� , 
��
� καὶ 
�������� σηµαίνουν, ἀντιστοίχως, τὰ ἰδεῶδη ���
καὶ ��������� τοῦ � .

• � εἶναι τὸ σύνολο τῶν µὴ µηδενικῶν πρώτων ἰδεωδῶν τοῦ � .

• Τὸ σύµβολο ��
���� σηµαίνει ������� 
!�"� .

1. Ἀποδεῖξτε ὅτι �$# �
.

2. Ἂν %&� � , ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ σύνολο %�� εἶναι ἰδεῶδες τοῦ
�

. Τέτοια ἰδεώδη ϑὰ

τὰ λέµε κύρια ἰδεώδη τοῦ
�

.

3. Στὰ ἰδεώδη τοῦ
�

ἡ πρόσθεση καὶ ὁ πολλαπλασιασµὸς ὁρίζονται κατ’ ἀναλογίαν

τῶν ἀντιστοίχων πράξεων µεταξὺ ἀκεραίων ἰδεωδῶν. Ἀποδεῖξτε ὅτι οἱ πράξεις

αὐτὲς εἶναι καλὰ ὁρισµένες, δηλαδή, τὸ ἄθροισµα καὶ τὸ γινόµενο ἰδεωδῶν τοῦ�
εἶναι, ἐπίσης, ἰδεώδη τοῦ

�
.

4. ῎Εστω '(�*),+�-/.102��34�5076 καὶ '8�	9;:=<>�?�?�!:8@ ἡ ἀνάλυση τοῦ '/� σὲ πρῶτα ἰδεώδη

τοῦ � . Τότε, τὸ ἰδεῶδες '�A < � τοῦ
�

ἀναλύεται ὡς '�A < �	9B: A << �?�?�!:�A <@ .

5. Ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ σύνολο τῶν µὴ µηδενικῶν ἰδεωδῶν τοῦ
�

, ἐφοδιασµένο µὲ τὴν

πράξη τοῦ πολλαπλασιασµοῦ ἰδεωδῶν, εἶναι ἀβελιανὴ ὁµάδα, τὴν ὁποία ἂς συµ-

ϐολίσοµε C . Τὸ σύνολο τῶν µὴ µηδενικῶν κυρίων ἰδεωδῶν τοῦ
�

(πρβλ. ἄσκηση

2) ἂς συµβολίσοµε CED . Ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ C�D εἶναι ὑποοµάδα τῆς C .

Ἀποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχει ἕνας ἐπιµορφισµὸς ὁµάδων
�GFIH CED , τοῦ ὁποίου ὁ πυ-

ϱήνας εἶναι ἡ ὁµάδα τῶν µονάδων (= ἀντιστρεψίµων στοιχείων) τοῦ � , ἡ ὁποία

συµβολίζεται J � .



6. ῎Εστω ὅτι � � � � � +=- 3�6 καὶ 
 ��
�� � � ��
 � � � 9 '(� ) (ἡ τελευταία σχέση ἀναφέρεται

στὸ ) ). ῎Εστω : πρῶτο ἰδεῶδες ὑπεράνω τοῦ ϱητοῦ πρώτου � , τὸ ὁποῖο εἶναι

κοινὸς διαιρέτης τῶν 
�� � καὶ 
 � � . Ἀποδεῖξτε ὅτι, στὸ ) , ὁ � εἶναι κοινὸς διαιρέτης

τῶν ��
�� � καὶ � 
 � � .
Εἰδικὴ περίπτωση: Ἂν οἱ � � � εἶναι ϱητοὶ ἀκέραιοι πρῶτοι µεταξύ τους, τότε καὶ

τὰ ἰδεώδη 
�� � � 
 � � εἶναι πρῶτα µεταξύ τους.

7. ῎Εστω πρῶτο ἰδεῶδες : 9 
��E��� � , ὅπου � εἶναι ϱητὸς πρῶτος καὶ � � � . ῎Εστω,

ἐπίσης, � ἕνας 	 -αὐτοµορφισµὸς τοῦ
�

(δηλαδή, �;��

��� 
 ��� 	 � ). Ἀποδεῖξτε

ὅτι τὸ ἰδεῶδες :��49 
��E��� 
�� � � εἶναι, ἐπίσης, πρῶτο.

(῾Υπόδειξη : Οἱ δακτύλιοι ����� καὶ ����� � εἶναι ἰσόµορφοι.)

Περαιτέρω, ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν � � � καὶ :�� � , τότε : � � � 
�� � .
8. ῎Εστω

� < ������� � � @ ἀκέραια ϐάση καὶ  9"!�< � < ���?�?�5�#!2@ � @ , ὅπου !4< ������� �$!2@ � ) .

῎Εστω, ἀκόµη, % � ) καὶ  &�49"!�� < � </�G�?�?���'!(�@ � @ , ὅπου !�� < ������� �)!��@ � ) µὲ !��*,+-! *

�.0/213% � �54 9 07������� �)6 (ἰσοτιµίες στὸ ) ). Ἀποδεῖξτε ὅτι 
�%*�� � 9 
�%*�� � � .

9. Στὸ µάθηµα ἀρχίσαµε νὰ µελετοῦµε τὴ διοφαντικὴ ἐξίσωση �,7 ."8�97�:7 9<;�=�> .
᾿Εργασθήκαµε στὸ ἀριθµητικὸ σῶµα

� 9 	1
�?8� , ὅπου ?�7 9 8�9 . Στὸ
�

, ἡ

ἀνάλυση τοῦ (5) σὲ πρῶτα ἰδεώδη εἶναι 
@;2� 9 :2A�:��A , ὅπου :BA 9 
�;��C8 �D?7� καὶ

:��A 9 
�;��$E �F?7� . Ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν ἕνα ἀπὸ τὰ ::A καὶ :B�A διαιρεῖ τὸ 
��(� �2?2� , τότε

τὸ ἄλλο διαιρεῖ τὸ 
�� . �2?2� .
(῾Υπόδειξη : ᾿Εφαρµογὴ τῶν δύο προηγουµένων ἀσκήσεων.)
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