
Αλγεβρικη Θεωρια Αριθµων

Φθινοπωρινὸ ἑξάµηνο 2006

Καθηγητὴς Ν. Γ. Τζανάκης

Β΄ Φυλλάδιο Ἀσκήσεων

1. ῎Εστω ἀριθµητικὸ σῶµα
�

καὶ ��� ἡ διακρίνουσά του. ῎Εστω �����	��
���
�
�
 ϐάση

τῆς ἐπέκτασης
�����

, ἀποτελούµενη ἀπὸ ἀκέραια στοιχεῖα. Ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ ���
διαιρεῖ τὴ διακρίνουσα ������������
���
�
�
�� καὶ τὸ πηλῖκο τους εἶναι τετράγωνο ϱητοῦ

ἀκεραίου. Εἰδικώτερα, µεταξὺ ὅλων τῶν ϐάσεων τῆς ἐπέκτασης
�����

, οἱ ὁποῖες

ἀποτελοῦνται ἀπὸ ἀκέραια στοιχεῖα, ἐλάχιστη κατ’ ἀπόλυτη τιµὴ διακρίνουσα

ἔχει ὅποια εἶναι ἀκέραια ϐάση τοῦ
�

.

2. ῾Υπολογῖστε µία ἀκέραια ϐάση καὶ τὴ διακρίνουσα τοῦ ἀριθµητικοῦ σώµατος����� ��� � , ��!#"$�%"$& �('
.

3. ῎Εστω
����� �)�*� , ��!#"+&*�,".- ��'

.

(α΄) ῾Υπολογῖστε τὰ χαρακτηριστικὰ πολυώνυµα τῶν � 
 καὶ �)� 
 "+�/"102� � & .
(ϐ΄) ῾Υπολογῖστε µία ἀκέραια ϐάση καὶ τὴ διακρίνουσα τοῦ

�
.

4. ῎Εστω
� � � ��� � , � ! "43*�5"60 � '

. ῾Υπολογῖστε µία ἀκέραια ϐάση καὶ τὴ

διακρίνουσα τοῦ
�

.

5. (α΄) ῎Εστω
� �7� �)�8� κυβικὸ σῶµα µὲ � ἀλγεβρικὸ ἀκέραιο, τοῦ ὁποίου τὸν

δείκτη συµβολίζοµε µὲ 9�: . Μεταξὺ τῶν ἀκεραίων τοῦ
�

τῆς µορφῆς �<;="?>@�*� � 9): ,
ὅπου ;A��>�B�C καὶ >ED�F'

, ἐπιλέγοµε κάποιον µὲ ἐλάχιστη ἀπόλυτη τιµὴ > , ἔστω

τὸν G � �)H%"JI��*� � 9�: . ᾿Εντελῶς ἀνάλογα, µεταξὺ τῶν ἀκεραίων τοῦ
�

τῆς µορφῆς

�<;�".>@�K"ML*� 
 � � 9<: , ὅπου ;A��>N�OLPB+C καὶ LJD�Q'
, ἐπιλέγοµε κάποιον µὲ ἐλάχιστη

ἀπόλυτη τιµὴ L , ἔστω τὸν R � �)ST"VUW�N"�X�� 
 � � 9�: . Ἀποδεῖξτε ὅτι τὰ 0*�YG#��R ἀποτελοῦν

ἀκέραια ϐάση τοῦ
�

.

῾Υπόδειξη. ῾Ο τυπικὸς ἀκέραιος τοῦ Z εἶναι τῆς µορφῆς []\�^�_V\ �a` _V\ 
	` 
Obaced : καὶ µπορεῖ

νὰ γραφεῖ ὡς γραµµικὸς συνδυασµὸς fg_ih�jk_mlen , µὲ f8oah�oplKq5r . Νὰ ἀποδείξετε πρῶτα

ὅτι τὸ \ 
 εἶναι ἀκέραιο πολλαπλάσιο τοῦ s , ὁπότε νὰ συµπεράνετε ὅτι l/q5t . Στὸ ἑπόµενο

ϐῆµα ϑὰ ἀποδείξετε ὅτι huq5t καί, τέλος, ὅτι fkq5t .

(ϐ΄) Γενικεῦστε τὸ (α΄) γιὰ ὁιουδήποτε ϐαθµοῦ σῶµα
�v�4� �)�*� , µὲ � ἀλγεβρικὸ

ἀκέραιο.


