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1. (α΄) ῎Εστω ὅτι ὁ
�

εἶναι ὑποδακτύλιος τοῦ δακτυλίου � καὶ τὰ �����������	����
��� εἶναι

ἀκέραια πάνω ἀπὸ τὸν
�

. Ἀποδεῖξτε ὅτι κάθε στοιχεῖο τοῦ ἐνδιάµεσου (µεταξὺ�
καὶ � ) δακτυλίου

��� �����������	����
�� εἶναι ἀκέραιο πάνω ἀπὸ τὸν
�

.

(ϐ΄) ῎Εστω
��� � ��� ἁλυσσίδα δακτυλίων καὶ κάθε στοιχεῖο τοῦ � εἶναι ἀκέραιο

πάνω ἀπὸ τὸν
�

. Ἂν τὸ ��� � εἶναι ἀκέραιο πάνω ἀπὸ τὸν � , ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ �
εἶναι ἀκέραιο καὶ πάνω ἀπὸ τὸν

�
.

῾Υπόδειξη. Παρατηρῆστε ὅτι, γιὰ πεπερασµένο πλῆθος καταλλήλων � ��� �	� ���������! , τὸ "
εἶναι ἀκέραιο πάνω ἀπὸ τὸν δακτύλιο #%$&� ��� �'� �������&( .

2. Γιὰ )+*-,/. καὶ 01, , περιγρᾶψτε τοὺς ἀλγεβρικοὺς ἀκεραίους τοῦ 24365 )87 , δηλα-

δή, τὸ σύνολο τῶν στοιχείων τοῦ 24395 ):7 , τὰ ὁποῖα εἶναι ἀκέραια πάνω ἀπὸ τὸν

δακτύλιο ; .

῾Υπόδειξη. Γενικά, γιὰ κάθε < , ποὺ δὲν εἶναι τέλειο τετράγωνο, τὸ τυπικὸ στοιχεῖο το-

ῦ =?>A@ <�B µπορεῖ νὰ γραφεῖ µὲ τὴ µορφὴ >DCFEHG�@ <�BJI�K , ὅπου C � G � K εἶναι ἀκέραιοι µὲ

>DC � G � K�BML�N καὶ K?OQP . ῾Υπολογῖστε τὸ ἐλάχιστο πολυώνυµο ἑνὸς τέτοιου στοιχείου.

3. ῎Εστω RTSVU πεπερασµένη ἐπέκταση. Ἀποκλειστικὰ µὲ τὴ ϐοήθεια τῶν ὁρισµῶν

τοῦ ἴχνους καὶ τῆς στάθµης, ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ ἀπεικόνιση WYX�Z\[J]_^8RH` R εἶναι U -

γραµµικὸς µετασχηµατισµὸς τοῦ R καὶ a Z\[J] 3cbed�7f*-a ZV[J] 3cbg7ha Z\[J] 3Ad�7 γιὰ ὅλα

τὰ bi�jd+�kR .

4. ῎Εστω l *m2n3co�7 , ὅπου o εἶναι ϱίζα τοῦ pq3cr�7s*trku�vxwVr � vxy . Θεωρῆστε

δεδοµένο ὅτι τὸ pq3zr�7 εἶναι ἀνάγωγο πάνω ἀπὸ τὸ 2 (ἐλέγξτε το µὲ τὴ ϐοήθεια

τοῦ Maple). Παρατηρῆστε ὅτι pq3crQ74*m3cr � v 5 0{r|v~}�7�3zr ��� 5 0{r|v�}�7 καὶ

ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ RH*�2n3 5 0\7 εἶναι ὑπόσωµα τοῦ l . ῾Υποθέστε, δίχως ϐλάβη τῆς

γενικότητος, ὅτι τὸ o εἶναι ϱίζα τοῦ r � � 5 0{r�v�} καὶ ὑπολογῖστε τὸ 5 0 ὡς

πολυωνυµικὴ ἔκφραση τοῦ o .
Ἀποδεῖξτε ὅτι τὰ ,\��o ἀποτελοῦν µία ϐάση τῆς l�SVR καὶ ἐκφράστε τὸ ��*�,�v�o8�
συναρτήσει αὐτῆς τῆς ϐάσεως (µὲ συντελεστές, ϕυσικά, ἀπὸ τὸ R ). ῾Υπολογῖστε

τὸ χαρακτηριστικὸ πολυώνυµο τοῦ � ὡς πρὸς τὴν l�S�U , καθὼς καὶ τὰ a%� [�� 3A�g7
καὶ W�X � [��q3c�g7 . ῾Υπολογῖστε, ἐπίσης, τὰ ����*-a � [�Z�3A�g7 καὶ � � *-W�X � [�Z�3c�g7 καί,

κατόπιν, τὰ a Z\[�� 3����67 καὶ W�X ZV[�� 3�� � 7 . Παρατηρῆστε, ἐπὶ τῇ ϐάσει τῶν ὑπολογι-

σµῶν σας, ὅτι a � [�� 3c��7�*�a Z\[�� 3Aa � [�Z 3c�g7�7 καὶ W�X � [�� 3A�g7�*�W�X Z\[�� 3cWYX � [�Z 3A�g7�7 .



∆ίχως νὰ χρησιµοποιήσετε τὸ ϑεώρηµα, ποὺ λέει ὅτι τὸ χαρακτηριστικὸ πο-

λυώνυµο ἑνὸς στοιχείου ἰσοῦται µὲ κάποια δύναµη τοῦ ἐλαχίστου πολυωνύµου

αυτοῦ τοῦ στοιχείου, ὑπολογῖστε τὸ χαρακτηριστικὸ πολυώνυµο τοῦ 5 0 ὡς πρὸς

τὴν l�S�2 .

5. Ἀποδεῖξτε τὸ ἑξῆς γενικὸ λῆµµα, χρήση τοῦ ὁποίου κάναµε στὸ µάθηµα: ῎Εστω

ὅτι U εἶναι τυχὸν σῶµα, τὰ pq3zr�7'���M3crQ7 εἶναι µονικὰ πολυώνυµα τοῦ U � r � καὶ

τὸ �M3zr�7 εἶναι ἀνάγωγο. ῎Εστω ὅτι κάθε ϱίζα τοῦ pq3crQ7 (αὐτή, ἐν γένει, ἀνήκει

σὲ κάποια ἐπέκταση τοῦ U ) εἶναι καὶ ϱίζα τοῦ �Y3cr�7 . Τότε, νὰ ἀποδειχθεῖ ὅτι τὸ

pq3crQ7 εἶναι δύναµη τοῦ �M3zr�7 .
6. (α΄) ῎Εστω ἡ ἁλυσσίδα ἐπεκτάσεων l * R 3��V7�� R�� U , ὅπου τὸ � εἶναι ϐαθµοῦ� πάνω ἀπὸ τὸ R καὶ

� R ^8U �g*	� . Ἀποδεῖξτε ὅτι aF� [J] 3
�\7 *�a Z\[J] 3Aa � [�Z 3
�\7�7 .
῾Υπόδειξη. Θεωρῆστε µία ϐάση � � ��������� � 
 τῆς �MI� . ᾿Επίσης, ἔστω ����L����qE�� � � E����� E�� ��� � ����� � , ὅπου ��� � � . Γιὰ κάθε � L P �������	�! #" N καὶ $ L N �������'�!% ϑέσετε�&�'�)( L+* 
 ,�- � C �.( , � , , ὅπου C �.( , �  . Ἀκόµη, γιὰ κάθε �YL�P ���������! /" N ἔστω ὁ %102%
πίνακας 34� L_>DC �.( , B (65 , . Μὲ τὴ ϐοήθεια τῆς ϐάσης 78�9�'� ( � ��L�N �������	�!% � $�L P �������'�! :" N�;
τῆς < I� ἀποδεῖξτε ὅτι = � [J] >'�VB L > " N'B 
)> ��� ��?
@&A�B >'3 � B . Τέλος, παρατηρῆστε ὅτι= � [�Z >'��B L_> " N'B���� � � � .
(ϐ΄) Μὲ τὴ ϐοήθεια τοῦ (α΄) ἀποδεῖξτε ἐπαγωγικὰ ὅτι, γιὰ κάθε ἁλυσσίδα πεπερα-

σµένων ἐπεκτάσεων l * R�� R�� U , ἰσχύει aF� [J] * a ZV[J]DC a � [�Z .
7. Ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ χαρακτηριστικὸ πολυώνυµο τοῦ �FEG� πίνακαHIIIII

J

K , K ����� KK K , ����� K
...

...
...

...K K K ����� ,�ML � �NL � �ML � ����� �ML 


O�PPPPP
Q

ἰσοῦται µὲ
L � v L �Jr v	R�R�R�v L 
 � �9r 
 � � vHr 
 .
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