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1*.   Έστω  (𝛸𝑗)
𝑗
  ακολουθία τ.μ με  𝛦(𝑋𝑗) = 𝜇𝑗  𝜅𝛼𝜄   𝜎2(𝛸𝑗) = 𝜎𝑗

2 ≤ 𝑐 < +∞ , 𝑗 = 1,2, … 

      i)  Αν η συνδιασπορά ικανοποιεί τη σχέση  𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) < 0, 𝑖 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑖 ≠ 𝑗 , δείξετε ότι: 

                    �̅�𝑛 −  �̅�𝑛

𝑝
→ 0 , όπου�̅�𝑛 =

1

𝑛
∑ 𝑋𝑗

𝑛
𝑗=1 , �̅�𝑛 =

1

𝑛
∑ 𝜇𝑗

𝑛
𝑗=1  

      ii)  Αν η τμ  𝛸𝑗  εξαρτάται από τις τ.μ  𝛸𝑗−1και 𝛸𝑗+1  αλλά είναι ανεξάρτητη από τις υπόλοιπες 

τ.μ, 
η ανωτέρω σύγκληση παραμένει αληθής; 
 

2*.   Έστω ότι ένας παίκτης χάνει  𝜅  ευρώ αν το αποτέλεσμα της ρίψης ενός συνήθους κύβου είναι  

𝜅, 𝜅 = 1,2,3  και κερδίζει  𝑟  ευρώ αν το αποτέλεσμα είναι  6 − 𝑟 + 1, 𝑟 = 1,2,3. Να υπολογισθεί, 
κατά προσέγγιση, η πιθανότητα όπως σε 42 ρίψεις κερδίσει τουλάχιστο 7 ευρώ. 
 

3.   Έστω  (𝛸𝑗)
𝑗
  μία ακολουθία ανεξαρτήτων  και ισόνομων τ.μ με κοινή κατανομή Cauchy ℯ(𝜇, 𝜎2) 

, π.π             𝑓(𝑥) =
𝜎

𝜇

1

𝜎2+(𝑥−𝜇)2  , ∀𝑥𝜖ℝ, 𝜇𝜖ℝ, 𝜎2𝜖ℝ+
∗ . 

      Να δείξετε ότι η ακολουθία των δειγματικών μέσων  (�̅�𝑛)𝑛 δεν έχει ασυμπτωτική κανονική 
κατανομή ενώ έχει ακριβή κατανομή η οποία και να προσδιορισθεί. 
      Δίδεται ότι: Αν  𝛸~ ℯ(𝜇, 𝜎2), 𝜑𝛸(𝑡) = exp(𝑖𝜇𝑡 − 𝜎|𝑡|) , ∀𝑡𝜖ℝ. 
 

4*.   Έστω  𝛸𝑗 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 , 𝑌𝑗, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛  δύο ανεξάρτητα τυχαία δείγματα:  

       𝛦𝛸𝑗 = 𝜇1, 𝐸(𝑌𝑗) = 𝜇2, 𝜎2(𝛸𝑗) = 𝜎2(𝑌𝑗) = 𝜎2 , 𝜇1, 𝜇2𝜖ℝ , 𝜎2𝜖ℝ+
∗  

      Αποδείξετε ότι: 

      i)  𝐸(�̅�𝑛 − �̅�𝑛) = 𝜇1 − 𝜇2 , 𝜎2(�̅�𝑛 − �̅�𝑛) =
2𝜎2

𝑛
 

      ii)  √𝑛
(�̅�𝑛−�̅�𝑛)−(𝜇1−𝜇2)

𝜎√2

𝜅
→ 𝒩(0, 1)του  𝑛 → +∞ 

      iii)  Αν τα παραπάνω δείγματα είναι κοινής κατανομής με  

             𝛦𝛸𝑗 = 𝐸𝑌𝑗 = 𝜇(𝜖ℝ)και𝜎2(𝛸𝑗) = 𝜎2(𝑌𝑗) = 𝜎2(𝜖ℝ+
∗ ), ∀𝑗, 

          καθορίσετε το μέγεθος  𝑛  των δειγμάτων έτσι ώστε: 
                     𝑃(|�̅�𝑛 − �̅�𝑛| ≤ 0.25𝜎) = 0.95 
 

5*.   Έστω  𝛸1, 𝛸2, … , 𝛸𝑛, …, ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ με άγνωστη σ.κ  𝐹(𝑥), 𝑥𝜖ℝ. 
      Ορίζουμε την εμπειρική σ.κ: 

                     ∀ 𝑥𝜖ℝ , 𝐹𝑛(𝑥) =
1

𝑛
∑ 𝕝(𝑋𝑗 ≤ 𝑥) =

1

𝑛
𝑛
𝑗=1 #{𝑋𝑗 ≤ 𝑥 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑛}, 

η οποία είναι κλιμακωτή συνάρτηση με πήδημα  
1

𝑛
  στις θέσεις  𝛸1, 𝛸2, … , 𝛸𝑛. 

      Αποδείξετε ότι,  για  𝑥(𝜖ℝ) – σταθερό, 

      i)  𝑛𝐹𝑛(𝑥)~ℬ(𝑛, 𝑝)με  𝑝 = 𝐸(𝐹𝑛(𝑥)) = 𝐹(𝑥) 

      ii)  𝐹𝑛(𝑥)
𝑝
→ 𝐹(𝑥), 𝑛 → +∞ 

      iii)  √𝑛(𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹(𝑥))
𝜅
→ 𝒩 (0, 𝐹(𝑥)(1 − 𝐹(𝑥))) , 𝑛 → +∞ 

      iv)  2√𝑛 [sin−1 √𝐹𝑛(𝑥) −  sin−1 √𝐹(𝑥)]
𝜅
→ 𝒩(0, 1), 𝑛 → +∞ 

 

6.   Έστω  (𝛸𝑛)𝑛  ακολουθία τ.μ:  𝛸𝑛~ℇ( 
1

𝑛
 )  και έστω  𝑌𝑛 = 𝑋𝑛 − [𝑋𝑛]  όπου  [𝛸𝑛]  είναι το 

ακέραιο μέρος του  𝛸𝑛. Δείξετε ότι  𝑌𝑛

𝜅
→ 𝑌  όπου  𝑌 συνεχής τ.μ καθορίζοντας την κατανομή της. 

 
 
Σημείωση:  Να λυθούν κατ΄ οίκον οι ασκήσεις με * 


