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1. ^Εστω ω , 1 κυβικὴ ρίζα τῆς μονάδος πάνω ἀπ’ τὸ Q. Πρὶν συνεχίσετε, θυμηθῆτε, ἢ

ὑπολογῖστε, τὸ ἐλάχιστο πολυώνυμο τοῦ ω πάνω ἀπ’ τὸ Q καὶ ποιὰ εἶναι ἡ ἄλλη διάφορη

τοῦ 1 κυβικὴ ρίζα τῆς μονάδος.

(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ f (X) = X4 − X2 + 1 ∈ Q[X] εἶναι ἀνάγωγο καὶ ἔχει ρίζες τὶς ±ρ,±ρ′,

ὅπου ρ = iω καὶ ρ′ = iω2
. >Αποδεῖξτε, ἐπίσης, ὅτι οἱ ρίζες τοῦ f (X) εἶναι ἕκτες ρίζες τοῦ −1.

(βʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ L = Q[i, ω] εἶναι σῶμα ριζῶν τοῦ f (X) πάνω ἀπ’ τὸ Q.

(γʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχουν σ, τ ∈ G(L/Q) μὲ τὶς ἑξῆς ἰδιότητες: σ(ω) = ω2, σ(i) = i,

τ(ω) = ω, τ(i) = −i. Δεῖξτε ὅτι σ2 = id = τ2
καὶ στ = τσ.

(δʹ) Παρατηρῆστε ὅτι 〈σ, τ〉 εἶναι ὁμάδα τῶν τεσσάρων τοῦ Klein 1
καὶ ἀποδεῖξτε ὅτι

G(L/Q) = 〈σ, τ〉.

Στὸ Παράδειγμα 1 τῆς ἑνότητας 2.1 τῶν Σημειώσεων, τοῦ ὁποίου ἡ μελέτη συνεχίζεται στὸ

Παράδειγμα 1 τῆς ενότητας 2.2, ἡ ὁμάδα Galois τῆς ἐπέκτασης ἐκείνου τοῦ παραδείγματος

εἶναι, ἐπίσης ὁμάδα τεσσάρων τοῦKlein καὶ τὸ διάγραμμα τῶν ὑποομάδων της ὑπάρχει στὴ

σελίδα 33 τῶν Σημειώσεων. Γιὰ τὴν ἐπέκταση L/Q τούτης τῆς ἀσκήσεως, συμπληρῶστε

τὸ διάγραμμα ἐνδιαμέσων ἐπεκτάσεων, ποὺ ἀντιστοιχεῖ στὸ διάγραμμα τῶν ὑποομάδων.

2. Στὴν ἄσκηση 2 τ ης 8ης ἑβδομάδος ὁρίζεται τὸ θ =
√

1 +
√

2 (πάνω ἀπ’ τὸ Q) καὶ ζητεῖται

τὸ ἐλάχιστο πολυώνυμο f (X) τοῦ θ. >Επίσης, μεταξὺ ἄλλων, ζητεῖται ν’ ἀποδείξετε ὅτι οἱ

ρίζες τοῦ f (X) εἶναι ±θ,±i/θ καὶ τὸ M = Q[θ, i] εἶναι σῶμα ριζῶν τοῦ f (X) πάνω ἀπ’ τὸ Q.

Συνεχίζοντας ἐδῶ, ζητοῦνται τὰ ἑξῆς:

(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχουν σ, τ ∈ G(M/Q), μὲ τὶς ἑξῆς ἰδιότητες: σ(θ) = −i/θ, σ(i) = −i,

τ(θ) = −θ, τ(i) = −i.

(βʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι, στὴν ὁμάδα G(M/Q), ἡ τάξη τοῦ σ εἶναι 4 καὶ ἡ τάξη τοῦ σ εἶναι 2.

Δεῖξτε, ἐπίσης, ὅτι τσ = σ3τ, ὁπότε, συμπεράνατε ὅτι 〈σ, τ〉 εἶναι ἰσόμορφη μὲ τὴ διεδρικὴ

ὁμάδα D4. Συγκρίνοντας τὶς τάξεις τῶν G(M/Q) καὶ D4, ἀποδεῖξτε ὅτι G(M/Q) = 〈σ, τ〉.

(γʹ) Στὸ Παράδειγμα 3 τῆς ἑνότητας 2.1 τῶν Σημειώσεων, τοῦ ὁποίου ἡ μελέτη συνεχίζεται

στὸ Παράδειγμα 3 τῆς ενότητας 2.2, ἡ ὁμάδα Galois τῆς ἐπέκτασης ἐκείνου τοῦ παρα-

δείγματος εἶναι, ἐπίσης ὁμάδα ἰσόμορφη μὲ τὴ D4 καὶ τὸ διάγραμμα τῶν ὑποομάδων τῆς
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D4 ὑπάρχει στὴ σελίδα 36 τῶν Σημειώσεων. Γιὰ τὴν ἐπέκταση M/Q συμπληρῶστε τὸ

διάγραμμα ἐνδιαμέσων ἐπεκτάσεων, ποὺ ἀντιστοιχεῖ στὸ διάγραμμα τῶν ὑποομάδων.
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