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1. (αʹ) >Εξηγῆστε γιατὶ ἡ C/R εἶναι ἐπέκταση Galois.

(βʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι G(C/R) = 〈σ〉, ὅπου σ εἶναι ὁ αὐτομορφισμὸς τοῦ C, ποὺ στέλνει κάθε

μιγαδικὸ στὸν συζυγῆ του.

(γʹ) >Αφοῦ, σύμφωνα μὲ τὸ (αʹ), ἡC/R εἶναι ἐπέκτασηGalois, πρέπει νὰ ἰσχύειF (G(C/R)) =

R, λόγῳ κάποιου θεωρήματος. >Εδῶ σᾶς ζητῶ νὰ ἐπαληθεύσετε αὐτὴ τὴν ἰσότητα, δίχως

νὰ ἐπικαλεσθεῖτε τὸ θεώρημα.

2. ^Εστω θ =

√
1 +
√

2 (πάνω ἀπ’ τὸ Q).

(αʹ) <Υπολογῖστε τὸ ἐλάχιστο πολυώνυμο, ἔστω f (X), τοῦ θ πάνω ἀπ’ τὸ Q. Δεῖξτε ὅτι οἱ

ρίζες τοῦ f (X) εἶναι ±θ,±i/θ.

(βʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι ἡ ἐπέκταση L/Q, ὅπου L = Q(θ), δὲν εἶναι κανονική.

(γʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι G(L/Q) = 〈τ〉, ὅπου τ εἶναι ὁ αὐτομορφισμὸς τοῦ L, ποὺ στέλνει τὸ θ στὸ

−θ.

(δʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι FL(〈σ〉) = Q[
√

2]. Κατὰ συνέπεια, FL(G(L/Q)) % Q.

(εʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ M = Q[i, θ] εἶναι σῶμα ριζῶν τοῦ f (X) πάνω ἀπ’ τὸQ καὶ ὑπολογίσετε

μία βάση τῆς ἐπέκτασης M/Q.

(�ʹ) Δεῖξτε ὅτι ὑπάρχει φ ∈ G(M/Q) τέτοιος ὥστε φ(θ) = −θ καὶ φ(i) = i, καθὼς καὶ

ψ ∈ G(M/Q) τέτοιος ὥστε ψ(θ) = θ καὶ ψ(i) = −i. Δεῖξτε, ἐπίσης, ὅτι φ2 = id = ψ2
καὶ

φψ = ψφ.

(ζʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι FM(〈ψ〉) = Q[θ], FM(〈φ〉) = Q[
√

2, i] καὶ FM(〈ψ, φ〉) = Q[
√

2].


