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>Ασκήσεις τῆς 5ης ἑβδομάδας

1. ^Εστω K = Q[
√

2] καὶ L = K[
√

3].

(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ X2 − 2 εἶναι ἀνάγωγο πάνω ἀπ’ τὸ Q καὶ τὸ X2 − 3 εἶναι ἀνάγωγο

πάνω ἀπ’ τὸ K.

(βʹ) Δῶστε βάσεις τῶν ἐπεκτάσεων K/Q, L/K καὶ L/Q.

(γʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχει αὐτομορφισμὸς τ τοῦ L, ποὺ ἀφήνει ἀναλλοίωτους τοὺς

ρητοὺς καὶ στέλνει τὸ
√

2 στὸ −
√

2 καὶ τὸ
√

3 στὸ −
√

3.

<Υπόδειξη: Πρῶτα θὰ δείξετε ὅτι ὑπάρχει αὐτομορφισμὸς σ τοῦ K, ποὺ ἀφήνει ἀναλλοίωτους τοὺς

ρητοὺς καὶ στέλνει τὸ
√

2 στὸ −
√

2 καὶ μετὰ θὰ δείξετε ὅτι ὁ σ μπορεῖ νὰ ἐπεκταθεῖ σὲ ἰσομορφισμὸ

τ : K[
√

3→ K[
√

3] (ἄρα σὲ αὐτομορφισμὸ τοῦ K[
√

3] = L), ποὺ στέλνει τὸ
√

3 στὸ −
√

3.

(δʹ) Λύσετε τὴν ἐξίσωση ρ4 − 10ρ2 + 1 = 0, θέτοντας πρῶτα ρ2 = t καὶ λύνοντας τὴ

δευτεροβάθμια t2 − 10t + 1 = 0. Θὰ ἐμφανισθοῦν οἱ ἀριθμοὶ 5 ± 2
√

6. Παρατηρῆστε

ὅτι 5 ± 2
√

6 = (
√

2 ±
√

3)2
καὶ καταλήξετε στὸ συμπέρασμα ὅτι οἱ ρίζες τοῦ f (X) =

X4 − 10X2 + 1 ∈ Q[X] εἶναι

ρ1 =
√

2 +
√

3, ρ2 = −
√

2 +
√

3, ρ3 =
√

2 −
√

3, ρ4 = −
√

2 −
√

3

καὶ ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ L εἶναι σῶμα ριζῶν τοῦ f (X) πάνω ἀπ’ τὸ Q.

(εʹ), ^Εστω λ = a + b
√

2 + c
√

3 + d
√

6 καὶ λ′ = a′ + b′
√

2 + c′
√

3 + d′
√

6, ὅπου οἱ

συντελεστὲς a, b, c, d, a′, b′, c′, d′ εἶναι ρητοί. Γιατὶ ἡ ἰσότητα λ = λ′ συνεπάγεται ὅτι

(a, b, c, d) = (a′, b′, c′, d′); >Εκφρᾶστε τὸ τ(λ) μὲ τὴ μορφὴ a′ + b′
√

2 + c′
√

3 + d′
√

6.

>Αποδεῖξτε μετά, ὅτι τὸ σύνολο τῶν λ ∈ L, γιὰ τὰ ὁποῖα ἰσχύει τ(λ) = λ εἶναι τὸ ὑπόσωμα

Q[
√

6] τοῦ L.

(�ʹ) Δεῖξτε ὅτι τ(ρ1) = ρ4, τ(ρ2) = ρ3, τ(ρ3) = ρ2, τ(ρ4) = ρ1.

2. ^Εστω ξ ρίζα τοῦ X3 − 2 ∈ Q[X], ω ρίζα τοῦ X2 + X + 1 ∈ Q[X], K = Q[ξ], καὶ L = K[ω].

(αʹ) Δεῖξτε ὅτι οἱ κυβικὲς ρίζες τῆς μονάδας εἶναι 1, ω, ω2 = −1 − ω.

(βʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ X3 − 2 εἶναι ἀνάγωγο πάνω ἀπ’ τὸ Q καὶ τὸ X2 + X + 1 εἶναι

ἀνάγωγο πάνω ἀπ’ τὸ K.

(γʹ) Δῶστε βάσεις τῶν ἐπεκτάσεων K/Q, L/K καὶ L/Q καὶ δεῖξτε ὅτι, κάθε στοιχεῖο

λ ∈ L εἶναι τῆς μορφῆς λ = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + b0ω + b1ωξ + b2ωξ

2
, ὅπου τὰ ai, bi εἶναι



ρητοί.

(δʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ L εἶναι σῶμα ριζῶν τοῦ X3 − 2 πάνω ἀπ’ τὸ Q.

(εʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχει αὐτομορφισμὸς τ τοῦ L, ποὺ ἀφήνει ἀναλλοίωτους τοὺς

ρητοὺς καὶ στέλνει τὸ ξ στὸ ωξ καὶ τὸ ω στὸ ω2
.

(�ʹ) ^Εστω λ = a0 + a1ξ + a2ξ
2 + b0ω + b1ωξ + b2ωξ

2
, μὲ τοὺς ai, bi ρητούς. Γρᾶψτε τὸ

τ(λ) μὲ τὴ μορφὴ a′0 + a′1ξ + a′2ξ
2 + b′0ω + b′1ωξ + b′2ωξ

2
καὶ ἀποδεῖξτε ὅτι, τὸ ὑπόσωμα

τοῦ L, τοῦ ὁποίου τὰ στοιχεῖα χαρακτηρίζονται ἀπὸ τὸ ὅτι μένουν ἀναλλοίωτα ἀπ’ τὸν

τ, εἶναι τὸ Q[ξω2].

<Υπόδειξη. Δεῖξτε ὅτι τ(λ) = λ ⇔ λ = a0 + a1ξ(1 + ω) + b2ξ
2ω. Παρατηρῆστε ὅτι ξ(1 + ω) = −ξω2

καὶ

(ξω2)2 = ξ2ω.

3. ^Εστω θ ρίζα τοῦ X4 − 3 ∈ Q[X], i ρίζα τοῦ X2 + 1 ∈ Q[X], K = Q[θ], καὶ L = K[i].

(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ X4 − 3 εἶναι ἀνάγωγο πάνω ἀπ’ τὸ Q καὶ τὸ X2 + 1 εἶναι ἀνάγωγο

πάνω ἀπ’ τὸ K.

(βʹ) Δῶστε βάσεις τῶν ἐπεκτάσεων K/Q, L/K καὶ L/Q καὶ δεῖξτε ὅτι, κάθε στοιχεῖο

λ ∈ L εἶναι τῆς μορφῆς λ = a0 + a1θ + a2θ
2 + a3θ

3 + b0i + b1θi + b2θ
2i + b3iθ3

, ὅπου τὰ

ai, bi εἶναι ρητοί.

(γʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ L εἶναι σῶμα ριζῶν τοῦ X4 − 3 πάνω ἀπ’ τὸ Q.

(δʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχει αὐτομορφισμὸς τ τοῦ L, ποὺ ἀφήνει ἀναλλοίωτους τοὺς

ρητοὺς καὶ στέλνει τὸ θ στὸ iθ καὶ τὸ i στὸ −i.

(�ʹ) ^Εστω λ = a0 + a1θ + a2θ
2 + a3θ

3 + b0i + b1θi + b2θ
2i + b3θ

3i, μὲ τοὺς ai, bi ρητούς.

Γρᾶψτε τὸ τ(λ) μὲ τὴ μορφὴ a′0 + a′1θ + a′2θ
2 + a′3θ

3 + b′0i + b′1θi + b′2θ
2i + b′3θ

3i καὶ μετὰ

δεῖξτε ὅτι, ἂν τ(λ) = λ, τότε λ = a0 + a1θ(1 + i) + b2θ
2i + a3θ

3(1 − i). Θέσετε κ = θ(1 + i)

καὶ ἐκφρᾶστε τὰ θ2i καὶ θ3(1 − i) συναρτήσει τοῦ κ. >Αποδεῖξτε ὅτι, τὸ ὑπόσωμα τοῦ L,

τοῦ ὁποίου τὰ στοιχεῖα χαρακτηρίζονται ἀπὸ τὸ ὅτι μένουν ἀναλλοίωτα ἀπ’ τὸν τ, εἶναι

τὸ Q[κ].

(ζʹ) Παρατηρῆστε ὅτι τὸ κ εἶναι ρίζα τοῦ X4 + 12 ∈ Q[X] καὶ δεῖξτε ὅτι τὸ L εἶναι σῶμα

ριζῶν καὶ τοῦ X4 + 12.
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