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>Ασκήσεις τῆς 4ης ἑβδομάδας

1. Διαπιστῶστε ὅτι τὸ f (X) = X2 + 1 ∈ Z3[X] εἶναι ἀνάγωγο καὶ, μὲ τὴ βοήθεια αὐτοῦ,

κατασκευᾶστε τὸ σῶμα F9 (θὰ εἶναι τῆς μορφῆςZ3[λ] ) μὲ 9 (ἀκριβῶς) στοιχεῖα. Φτιᾶξτε

τοὺς πίνακες πρόσθεσης καὶ πολλαπλασιασμοῦ τοῦ F9.

2. Διαπιστῶστε ὅτι τὸ f (X) = X3 + X + 1 ∈ Z5[X] εἶναι ἀνάγωγο καί, μὲ τὴ βοήθεια αὐτοῦ,

κατασκευᾶστε τὸ σῶμα F125 μὲ 125 (ἀκριβῶς) στοιχεῖα. ^Εστω ρ ∈ F125 ρίζα τοῦ f (X).

>Εξηγῆστε γιατὶ F125 = {a + bρ + cρ2 : a, b, c ∈ Z5}. Γρᾶψτε μὲ τὴ μορφὴ a + bρ + cρ2

(a, b, c ∈ Z5) τὰ στοιχεῖα (1 + ρ + 2ρ2)(2 + 3ρ + ρ2) καὶ (1 + ρ)−1
.

>Αποτελέσματα τῶν πράξεων: (1 + ρ + 2ρ2)(2 + 3ρ + ρ2) = ρ + ρ2
, (1 + ρ)−1 = 2 + 4ρ + ρ2

.

3. ^Εστω ω , 1 μία μιγαδικὴ κυβικὴ ρίζα τῆς μονάδας. Παρατηρῆστε, πρῶτ’ ἀπ’ ὅλα, ὅτι

ω2 + ω + 1 = 0, καθὼς καὶ ὅτι ω2 = ω. VΥστερα ἀποδεῖξτε τὰ ἑξῆς:

(αʹ) _Αν a, b, c ∈ Q καὶ ἰσχύει ἡ σχέση (a + b 3√2 + c 3√4)3 = 1 + 2 3√2 − 3√4, τότε ἰσχύουν

καὶ οἱ ἑξῆς σχέσεις:
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(βʹ) _Αν κάποιο πολυώνυμο f (X) ∈ Q[X] ἔχει ρίζα τὸ ρ = 1 + 2 3√2 − 3√4, τότε ἔχει ρίζες

καὶ τὰ ρ′ = 1 + 2ω 3√2 − ω 3√4 καὶ ρ′′ = 1 + 2ω 3√2 − ω 3√4.

4. ^Εστω τὸ p(X) = X3 − 3X − 1 ∈ Q[X].

(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ p(X) εἶναι ἀνάγωγο πάνω ἀπ’ τὸ Q.

(βʹ) ^Εστω ξ μία ρίζα τοῦ p(X) σὲ μία ἐπέκταση τοῦ Q (δὲν ἔχει σημασία σὲ ποιά).

>Αποδεῖξτε, μὲ ἀλγεβρικὲς πράξεις, ὅτι οἱ ἀριθμοὶ ξ′ = 2 − ξ2
καὶ ξ′′ = −2 − ξ + ξ2

εἶναι

ἐπίσης ρίζες τοῦ p(X).

(γʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχει ἰσομορφισμὸς σ : Q[ξ] → Q[ξ′], μὲ τὶς ἑξῆς ἰδιότητες:

σ(q) = q γιὰ κάθε q ∈ Q καὶ σ(ξ) = 2 − ξ2
. Μὲ τὴ βοήθεια τοῦ σ, ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν

κάποιο f (X) ∈ Q[X] ἔχει ρίζα τὸν ἀριθμὸ a+ bξ + cξ2
, ὅπου a, b, c ∈ Q, τότε τὸ f (X) ἔχει

ρίζα καὶ τὸν ἀριθμὸ (a + 2b + 4c) + cξ − (b + c)ξ2
.
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>Αποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχει ἰσομορφισμὸς τ : Q[α]→ Q[β], μὲ τὶς ἑξῆς ἰδιότητες:

(αʹ) τ(q) = q γιὰ κάθε q ∈ Q, τ(
√

2) = −
√

2, τ(α) = −β.

<Υπόδειξη: Μιμούμενοι τὰ παραδείγματα, ποὺ κάναμε στὸ μάθημα, κατασκευᾶστε ἕναν ἰσομορφισμὸ

σ : K = Q[
√
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2] = K, ὁ ὁποῖος ἐπεκτείνει τὸν ταυτοτικὸ id : Q → Q καὶ στέλνει τὸ
√
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Στὴ συνέχεια, παρατηρῆστε ὅτι τὸ α εἶναι ρίζα τοῦ p(X) = X2 − (1 +
√

2) ∈ K[X] καὶ αὐτὸ τὸ πολυώνυμο

εἶναι ἀνάγωγο πάνω ἀπ’ τὸ K. Παρατηρῆστε ὅτι τὸ πολυώνυμο σp ∈ K[X] ἔχει ρίζα τὸ β καὶ ἐπεκτείνετε

τὸν σ σὲ ἰσομορφισμὸ K[α]→ K[β]. >Αποδεῖξτε (εἶναι ἁπλό) ὅτι K[α] = Q[α] καὶ K[β] = Q[β].
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