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>Ασκήσεις τῆς 10ης ἑβδομάδας
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. >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ ρ εἶναι ρίζα τοῦ f (X) = X6 − X3 − 1 ∈ Q[X]. Θεωρῆστε

δεδομένο ὅτι τὸ f (X) εἶναι ἀνάγωγο πάνω ἀπ’ τὸ Q καὶ ἀποδεῖξτε τὰ παρακάτω:

1. VΟλες οἱ ρίζες τοῦ f (X) εἶναι ρ, ωρ, ω2ρ,−1/ρ,−ω/ρ,−ω2/ρ, ὅπου ω εἶναι κυβικὴ ρίζα τῆς

μονάδας, ω , 1 (ἄρα ω2 + ω + 1 = 0). Συμπεράνατε ὅτι L = Q[ρ, ω] εἶναι σῶμα ριζῶν τοῦ

f (X) πάνω ἀπ’ τὸ Q.

2. >Αποδεῖξτε ὅτι ὑπάρχουν αὐτομορφισμοὶ σ, τ ∈ G(L/Q), τέτοιοι ὥστε σ(ρ) = −ω/ρ, σ(ω) =

ω2
, τ(ρ) = ρ, τ(ω) = ω2

. Μετά, ἀποδεῖξτε ὅτι οἱ τάξεις τῶν σ, τ εἶναι 6 καὶ 2, ἀντιστοί-

χως, καὶ τσ = σ5τ, ἄρα, G(L/Q) � D6. <Υπενθυμίζεται ὅτι τὰ στοιχεῖα τῆς D6 εἶναι

{id, σ, . . . , σ5, τ, στ, . . . , σ5τ}. Γιὰ τὶς πράξεις στὴν ὁμάδα D6, χρήσιμη εἶναι ἡ σχέση (ἀπο-

δεῖξτε την, εἶναι ἁπλῆ) τσk = σ6−kτ = σ−kτ. >Επίσης, συμπληρῶστε ἕνα πίνακα ποὺ θὰ

δείχνει τὴ δράση καθενὸς ἀπ’ τοὺς 12 αὐτομορφισμοὺς τῆς G(L/Q) στὰ ρ καὶ ω.

3. Στὸν πίνακα 1 ἐμφαίνονται ὅλες οἱ ἐνδιάμεσες ἐπεκτάσεις E τῆς L/Q, μὲ E , Q, L. VΕνας

ἢ δύο γεννήτορες δίδονται γιὰ κάθε ἐπέκταση E. >Απὸ ἐσᾶς ζητοῦνται τὸ ἑξῆς:

(αʹ) Γιὰ κάθε E ἀποδεῖξτε ὅτιG(L/E) εἶναι αὐτὴ ἡ ὑποομάδα τῆςG(L/Q), ποὺ ἐμφανίζεται

στὴν ἴδια γραμμὴ μὲ τὴν E. >Επίσης, ἀποδεῖξτε ὅτι ἡG(L/E) εἶναι κανονικὴ ὑποομάδα

τῆς G(L/Q) ἂν δίπλα στὴν G(L/E) ὑπάρχει ἡ ἔνδειξη «ναί», ἐνῶ δὲν εἶναι κανονικὴ

ὑποομάδα ἂν ὑπάρχει ἡ ἔνδειξη «ὄχι».

(βʹ) Βρεῖτε τὸν βαθμὸ [E : Q] γιὰ κάθε E. Γιὰ τὶς τρεῖς πρῶτες E, ὁ βαθμὸς εἶναι προφα-

νής, ἀλλὰ γιὰ ὅλες τὶς ἑπόμενες, νὰ τὸν ὑπολογίσετε χωρὶς νὰ χρησιμοποιήσετε τὴν

πληροφορία τῆς στήλης «ἐλάχιστα πολυώνυμα γεννητόρων». Αὐτὸ θὰ τὸ πετύχετε εὔ-

κολα ὑπολογίζοντας τὴν |G(L/E)| καὶ κάνοντας χρήση τοῦ Θεμελιώδους Θεωρήματος

τῆς Θεωρίας Galois.

(γʹ) Στὶς (πέντε) περιπτώσεις, ποὺ G(L/E) C G(L/Q), ὑπολογῖστε τὰ στοιχεῖα (ἀριστερὲς

κλάσεις) τῆς ὁμάδας-πηλῖκο G(L/Q)/G(L/E). >Αποδεῖξτε ὅτι, στὶς τρεῖς πρῶτες πε-

ριπτώσεις, αὐτὴ ἡ ὁμάδα εἶναι ἰσόμορφη μὲ τὴν Z2, ἐνῶ στὴν τέταρτη καὶ πέμπτη
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περίπτωση (ἀπὸ τὶς προαναφερθεῖσες πέντε περιπτώσεις, δηλαδή, στὶς E τῆς 7ης καὶ

8ης γραμμῆς) οἱ ὁμάδες-πηλῖκα εἶναι ἰσόμορφες μὲ τὶς V4 (ὁμάδα τῶν τεσσάρων τοῦ

Klein, ἡ ὁποία εἶναι ἰσόμορφη μὲ τὴν Z2 × Z2) καὶ D3, ἀντιστοίχως. Τί συμπεράσμα-

τα βγάζετε γιὰ τὴν ὁμάδα Galois G(E/Q) κάθε μιᾶς ἀπὸ τὶς πέντε ἐπεκτάσεις E/Q;

Προσοχή! Μέχρι λίγο πρὶν κάναμε λόγο γιὰ ὁμάδες G(L/E), ἄρα γιὰ ὑποομάδες ἀυ-

τομορφισμῶν τοῦ L, ἐνῶ τώρα κάνομε λόγο γιὰ ὁμάδες G(E/Q), ἄρα γιὰ ὑποομάδες

ἀυτομορφισμῶν τοῦ E.

<Υπόδειξη: >Απὸ τὸ Θεμελιῶδες Θεώρημα, G(E/Q) � G(L/E)/G(L/Q). Α̂ρα, ἄν, γιὰ παράδειγμα,

G(L/E) C G(L/Q) � Z2, ἡ ἀπάντησή σας πρέπει νὰ εἶναι ὅτι, οἱ μόνοι Q-αὐτομορφισμοὶ τοῦ σώματος E

εἶναι ὁ ταυτοτικὸς καὶ ἄλλος ἕνας, ἔστω φ, τέτοιος ὥστε φ2 = idE .

Πίνακας 1: VΟλες οἱ ἐνδιάμεσες ἐπεκτάσεις Q $ E $ L.

Γεννήτορες τῆς E ἐλάχιστα πολυώνυμα γεννητόρων G(L/E) G(L/E) C G(L/Q) ;
√
−15 = (2ρ3 − 1)(2ω + 1) X2 + 15 〈σ〉 Ναί
√

5 = 2ρ3 − 1 X2 − 5 〈σ2, τ〉 Ναί

ω X2 + X + 1 〈σ2, στ〉 Ναί

θ1 = 1 − ρ2 + ω(−ρ − ρ2 + ρ4) X3 − 3X2 − 1 〈σ3, στ〉 ^Οχι

θ2 = 1 + ρ − ρ4 + ω(ρ + ρ2 − ρ4) X3 − 3X2 − 1 〈σ3, σ2τ〉 ^Οχι

θ3 = 1 − ρ + ρ2 + ρ4 X3 − 3X2 − 1 〈σ3, σ3τ〉 ^Οχι

ξ = 3 + ρ3 + 6ω X4 − 2X3 + 53X2 − 52X + 811 〈σ2〉 Ναί
√
−15, θ1 〈σ3〉 Ναί
√

5, θ1 〈σ4τ〉 ^Οχι

ω, θ1 〈στ〉 ^Οχι
√

5, θ2 〈σ2τ〉 ^Οχι

ω, θ2 〈σ5τ〉 ^Οχι
√

5, θ3 〈τ〉 ^Οχι

ω, θ3 〈σ3τ〉 ^Οχι
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