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>Ασκήσεις τῆς 1ης ἑβδομάδας

1. Σὲ κάθε μία ἀπὸ τὶς παρακάτω περιπτώσεις κάνετε τὰ ἑξῆς:

• >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ q(X) ∈ Q[X] εἶναι ἀνάγωγο.
• Θεωρῆστε τὴν ἐπέκταση C/Q καὶ v ∈ C, τέτοιο ὥστε q(v) = 0, καὶ ὑπολογῖστε τὸν
βαθμὸ καὶ μία βάση τῆς ἐπέκτασης Q[v]/Q.

• Γρᾶψτε τὰστοιχεῖαα, β, γ, . . .ὡςγραμμικοὺςσυνδυασμοὺς -μὲ ρητοὺςσυντελεστὲς-

τῶν στοιχείων τῆς βάσης τοῦ προηγουμένου ἐρωτήματος.

(αʹ) q(X) = X2 + X + 2, α = v5, β = 4/(v + 3).
>Απάντηση γιὰ τὰ α, β: α = −v − 6, β = 1 − 1

2 v.

(βʹ) q(X) = X3 − X2 + X + 1, α = v4, β = v5, γ = v6, δ = 1/(1 + v − v2).
>Απάντηση γιὰ τὰ α, β, γ, δ: α = −1 − 2v, β = −v − 2v2, γ = 2 + 2v − 3v2, δ = 4 − 3v + 2v2

.

(γʹ) q(X) = X4 + 2X2 − 2, α = v6, β = v7, γ = v8, δ = 11/(1 + v + v2 − v3).
>Απάντηση γιὰ τὰ α, β, γ, δ: α = −4 + 6v2, β = −4v + 6v3, γ = 12 − 16v2, δ = 5 − v + 2v2

.

2. ^Εστω ἡ ἐπέκταση L/Q, ὅπου L = Q[v] μὲ v2 − 2 = καὶ ἡ ἐπέκταση M/L, ὅπου M = L[w]
μὲ w2 + 3 = 0. >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ πολυώνυμο q1(X) = X2 − 2 εἶναι ἀνάγωγο πάνω ἀπ’ τὸ

Q καὶ τὸ πολυώνυμο q2(X) = X2 + 3 εἶναι ἀνάγωγο πάνω ἀπ’ τὸ L. <Υπολογῖστε τοὺς
βαθμοὺς καὶ βάσεις κάθε μιᾶς ἀπὸ τὶς ἐπεκτάσεις L/Q, M/L, M/Q. Μὲ τὴ βοήθεια

τοῦ Online Magma Calculator (http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/) καὶ τῶν

ὑποδειγμάτων χρήσης του, ποὺ εἶναι ἀναρτημένα στὴν ἰστοσελίδα τοῦ μαθήματος,

γρᾶψτε τὰ στοιχεῖα (2v + 3w)/(v + 2w) καὶ (1 + v + w)/(2 − v + 3w) ὡς γραμμικοὺς

συνδυασμοὺς -μὲ συντελεστὲς ρητούς- τῶν στοιχείων τῆς βάσης, που βρήκατε.

>Απαντήσεις: Βάση τῆς L/Q: {1, v}, [L : Q] = 2. Βάση τῆς M/L: {1,w}, [M : L] = 2.

Βάση τῆς M/Q: {1, v,w, vw}, [M : Q] = 4. (2v + 3w)/(v + 2w) = 11
7 −

1
14 vw,

(1 + v + w)/(2 − v + 3w) = 1
1057 (305 + 69v − 65w − 136vw).

3. ^Εστω v = 3√2 καὶ w = i
√

3. <Υπολογῖστε τὸ μονικὸ ἀνάγωγο πολυώνυμο q1(X) ∈
Q[X] γιὰ τὸ ὁποῖο q1(v) = 0 καὶ θέσετε L = Q[v]. <Υπολογῖστε τὸ μονικὸ ἀνάγωγο

πολυώνυμο q2(X) ∈ L[X] γιὰ τὸ ὁποῖο q2(w) = 0 καὶ θέσετε M = L[w]. <Υπολογῖστε

τοὺς βαθμοὺς καὶ βάσεις κάθε μιᾶς ἀπὸ τὶς ἐπεκτάσεις L/Q, M/L, M/Q. Μὲ τὴ βοήθεια

τοῦ Online Magma Calculator (http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/) καὶ τῶν

ὑποδειγμάτων χρήσης του, ποὺ εἶναι ἀναρτημένα στὴν ἰστοσελίδα τοῦ μαθήματος,

γρᾶψτε τὰ στοιχεῖα (2v + 3w)/(v + 2w) καὶ (1 + v + v2 + w)/(2 − v + 3wv) ὡς γραμμικοὺς
συνδυασμοὺς -μὲ συντελεστὲς ρητούς- τῶν στοιχείων τῆς βάσης, που βρήκατε.

>Απαντήσεις: Βάση τῆς L/Q: {1, v, v2}, [L : Q] = 3. Βάση τῆς M/L: {1,w}, [M : L] = 2.

Βάση τῆς M/Q: {1, v, v2,w, vw, v2w}, [M : Q] = 6.

(2v + 3w)/(v + 2w) = 1
433 (650 − 3v + 18v2) + 1

866 (12w − 72vw − v2w),

(1 + v + v2 + w)/(2 − v + 3wv) = 1
1884 (26 + 46v + 335v2 − 202w − 140vw − 139v2w).
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