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1 Κόστος ὑπολογισµῶν

1.1 Οἱ ϐασικὲς πράξεις

∆ουλεύοµε, ὅπως ὁ ὑπολογιστής, µὲ δυαδικοὺς ἀριθµούς. Στοιχειώδεις πράξεις,
δηλαδή, πράξεις µὲ µοναδιαῖο κόστος ὑπολογιστικοῦ χρόνου, µεταξὺ δύο bits εἶναι
οἱ παρακάτω, ὅπου ὁ τόνος δίπλα σὲ ἕνα ψηφίο σηµαίνει ὅτι δηµιουργεῖται καὶ
κρατούµενο :

•
Πρόσθεση δίχως κρατούµενο Πρόσθεση µὲ κρατούµενο

ἀπὸ µεταφορά ἀπὸ µεταφορά
� � � �

� � � � �

� � � ��

� � � �
� � � � �

� �� �� ��

•
Ἀφαίρεση δίχως κρατούµενο Ἀφαίρεση µὲ κρατούµενο

ἀπὸ µεταφορά ἀπὸ µεταφορά
� � � �

� � � � �

� � �� �

� � � �
� � � � �

�� � �� ��

•

Πολ/σιασµὸς δίχως κρατούµενο Πολ/σιασµὸς µὲ κρατούµενο
ἀπὸ µεταφορά ἀπὸ µεταφορά (δὲν χρειάζεται στὴν πράξη)

� � � �
� � � � �

� � � �

� � � �
� � � � �

� � � ��

• Σύγκριση δύο bits .
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Στὶς παρακάτω προτάσεις, οἱ λογάριθµοι µπορεῖ νὰ εἶναι ὡς πρὸς ὁποιαδήποτε
ϐάση, ἐπειδὴ περιέχονται µέσα σὲ σύµβολο ����. Πράγµατι, λόγῳ τῆς σχέσεως
���� � 	 ���� � ���� �, οἱ ���� � καὶ ���� � διαφέρουν κατὰ σταθερά, ἡ ὁποία δὲν
ἐπηρρεάζει τὸ σύµβολο �.

Πρόταση 1.1.1. ῾Υποθέτοµε ὅτι ὁ � εἶναι� -bit ἀκέραιος καὶ ὁ � εἶναι �-bit ἀκέραιος.
Τὸ κόστος γιὰ τὸν ὑπολογισµὸ τοῦ �� � εἶναι ��
��������, ἐνῶ τὸ κόστος ὑπολογι-
σµοῦ τοῦ �� εἶναι �����. Τὸ κόστος γιὰ τὴ σύγκριση τῶν �� � εἶναι ��
�������. Ἂ-
ϱα, συναρτήσει τῶν �� �, τὸ κόστος γιὰ τὸν ὑπολογισµὸ τοῦ ��� εἶναι��
������ �� ��� ���,
τὸ κόστος ὑπολογισµοῦ τοῦ �� εἶναι ����� � ��� �� καὶ τὸ κόστος συγκρίσεως τῶν �� �
εἶναι ��
����� �� ��� ���.

῎Ασκηση 1. ῎Εστω ὅτι οἱ ��� � � � � �� εἶναι �-bit ἀκέραιοι. Γιὰ κάθε 	 	 �� � � � �

ϑέτοµε �� 	 ��� � � ����. Ἀποδεῖξτε ὅτι, ἂν �� � 
 τότε ��� � ����. Μετά, ἀποδεῖξτε
ὅτι, γιὰ κάθε  τέτοιο ὥστε �� � 
 καὶ γιὰ ὅλα τὰ 	 τέτοια ὥστε ���� � 	 � ��, ὁ ��
εἶναι ��� �-bit ἀκέραιος. Μὲ τὴ ϐοήθεια αὐτῶν ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ κόστος ὑπολογισµοῦ
τοῦ �� � � � � � �� εἶναι ���
��.

῎Ασκηση 2. ῎Εστω ὅτι ��� εἶναι δύο 
 �
 πίνακες µὲ �-bit ἀριθµούς. Ἀποδεῖξτε
ὅτι γιὰ τὸν πολλαπλασιασµὸ �� ἀπαιτοῦνται ��
���� ϐήµατα.

Γιὰ τὴν εὐκλείδεια διαίρεση (Θεώρηµα 2.1.1) δύο ἀκεραίων � καὶ �, εἶναι πολ-
λὲς ϕορὲς χρήσιµο νὰ ϕανταζόµαστε ὅτι τὴν ἐκτελοῦµε, ὅπως στὸ σχολεῖο, ‘‘µὲ τὴ
γωνία’’, συµπληρώνοντας τὸ ἕνα µετὰ τὸ ἄλλο τὰ ψηφία τοῦ διαιρέτη. Παρατηρῆστε
ὅτι τὰ ϐήµατα ποὺ γίνονται, εἶναι, προφανῶς, τόσα ὅσα καὶ τὰ ψηφία τοῦ πηλί-
κου τῆς διαίρεσης, ἄρα, ἀφοῦ τὸ πηλίκο εἶναι �����, τὸ πλῆθος τῶν ϐηµάτων εἶναι
������������ 	 �����������. Στὴν περίπτωσή µας, ποὺ οἱ ἀριθµοὶ εἶναι γραµµένοι
στὸ δυαδικὸ σύστηµα, τὰ πράγµατα εἶναι πολὺ ἁπλά, διότι, ἕνας ἀριθµὸς µὲ � δυα-
δικὰ ψηφία, ‘‘χωράει’’ σ’ ἕναν ἄλλο δυαδικὸ ἀριθµὸ � ψηφίων µία ἢ καµµία ϕορά1,
ὅπως ϕαίνεται ἀπὸ τὴν ἑπόµενη ἄσκηση.

῎Ασκηση 3. Θὰ λέµε ὅτι ἕνας �-bit ἀκέραιος εἶναι γνήσιος �-bit ἀκέραιος ἂν τὸ ἀρι-
στερώτερο ψηφίο του εἶναι 1. ῎Εστω τώρα � ἕνας γνήσιος �-bit ἀκέραιος καὶ � ἕνας
�-bit ἀκέραιος.
(i) ᾿Ισχύει � � ��, ἄρα ὁ � χωράει στὸν � µία ἢ καµµία ϕορά.
(ii) ῎Εστω � � � καὶ � 	 ���� � � � ���� (�� � ��� �� γιὰ κάθε ) καὶ � � ��� ��. Τότε
���� � � � ����� � ��, ἄρα ὁ γνήσιος �-bit ἀκέραιος � χωράει στὸν �� � ��-bit ἀκέραιο
���� � � � ����� µία ἢ καµµία ϕορά.
Μὲ ϐάση τὰ παραπάνω δεῖξτε ὅτι ἡ ἐκτέλεση τῆς ‘‘διαίρεσης µὲ γωνία’’ ἑνὸς ἀκεραίου
� µὲ ἕνα γνήσιο �-bit ἀκέραιο � ὑπολογίζει ἁπλούστατα τὰ ψηφία (bits) τοῦ πηλίκου
῾ὡς ἑξῆς (ὑποθέτοµε � 	 �): Ξεκινοῦµε µὲ τὸ ἀριστερώτερο �-bit τµῆµα τοῦ � ἂν αὐτὸ
εἶναι	 � ἢ µὲ τὸ ἀριστερώτερο �����-bit τµῆµα τοῦ �, στὴν ἀντίθετη περίπτωση. Γρά-
ϕοµε το ψηφίο 1 στὸ πηλίκο, καὶ στὶς δύο περιπτώσεις. Γιὰ καθένα ἀπὸ τὰ ἑπόµενα

1∆ηλαδή, τὸ πηλίκο τῆς εὐκλείδειας διαίρεσής τους εἶναι 0 ἢ 1.
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ϐήµατα : ῎Εστω ὅτι σὲ κάποιο ϐῆµα ἔχοµε τὸ µερικὸ ὑπόλοιπο �. Αὐτὸς εἶναι ἕνας (ὄχι
κατ’ ἀνάγκη γνήσιος) �-bit ἀκέραιος. ‘‘Κατεβάζοµε ἕνα ψηφίο � τοῦ διαιρετέου καὶ
τὸ ‘‘κολλάµε’’ στὰ δεξιὰ τοῦ �, ὁπότε δηµιουργεῖται ἕνας (ὄχι κατ’ ἀνάγκη γνήσιος)
�� � ��-bit ἀκέραιος ��. Ἂν �� � � τότε ‘‘κολλάµε’’ στὰ δεξιὰ τοῦ πηλίκου τὸ (νέο)
ψηφίο 0, διαφορετικά, τὸ 1.

Βασισµένοι στὴν παραπάνω ἄσκηση µποροῦµε ν’ ἀποδείξοµε τὴν ἑξῆς

Πρόταση 1.1.2. Ἂν ὁ � εἶναι � -bit ἀκέραιος καὶ ὁ � εἶναι �-bit ἀκέραιος καὶ � 	 �,
τότε τὸ κόστος ὑπολογισµοῦ τοῦ πηλίκου καὶ τοῦ ὑπολοίπου τῆς εὐκλείδειας διαίρεσης
τοῦ � διὰ � εἶναι ����� � ��������� 	 ����� � ���.

῾Η ἀπόδειξή της εἶναι πολὺ ἁπλή, ἂν ϕαντασθεῖ κανεὶς ὅτι οἱ �� � εἶναι δυαδικοί,
τῶν ὁποίων ἡ διαίρεση γίνεται ‘‘µὲ τὴ γωνία’’. Τὰ ἐπαναληπτικὰ ϐήµατα εἶναι,
προφανῶς, τόσα ὅσα καὶ τὰ bits τοῦ �, δηλαδή, �����, ἄρα �����������. Ἀλλὰ σὲ
κάθε ἐπαναληπτικὸ ϐῆµα ἐκτελεῖται µία σύγκριση καὶ µία, τὸ πολύ, ἀφαίρεση δύο
ἀριθµῶν µήκους ἴσου µὲ αὐτὸ τοῦ �, ὁπότε τὸ κόστος σὲ κάθε ἐπαναληπτικὸ ϐῆµα
εἶναι ����� ��.

῾Η παρακάτω πρόταση εἶναι πόρισµα τῆς προηγούµενης.

Πρόταση 1.1.3. ῎Εστω ὅτι � 	 � � � καὶ �� �, ἀντιστοίχως, τὸ πηλίκο καὶ τὸ ὑπόλοιπο
τῆς εὐκλείδειας διαίρεσης τοῦ � διὰ � (ϐλ. Θεώρηµα 2.1.1). Τὸ κόστος ὑπολογισµοῦ
τῶν �� � εἶναι ����� � ��� ��.

῎Ασκηση 4. Πᾶρτε ἕνα τυχαῖο 10-bitἀκέραιο � καὶ ἕνα 4-bit ἀκέραιο � καὶ ἐκτελέστε
τὴ διαίρεση � διὰ � µὲ τὸν «ἀλγόριθµο τῆς γωνίας».

2 Βασικοὶ ᾿Αλγόριθµοι

2.1 Εὐκλείδειος ᾿Αλγόριθµος

Θεώρηµα 2.1.1. Γιὰ κάθε Ϲεῦγος ἀκεραίων � 	 � � � ὑπάρχει ἕνα ἀκριβῶς Ϲεῦγος
ἀκεραίων ��� ��, ποὺ ἱκανοποιεῖ τὴ συνθήκη

� 	 �� � � καὶ � � � � � �

Πιὸ συγκεκριµένα, � 	
��
�

�
. ῾Ο � εἶναι τὸ πηλίκο καὶ ὁ � τὸ ὑπόλοιπο τῆς εὐκλείδειας

διαίρεσης τοῦ � διὰ �.

Γιὰ κάθε � � �, τὸ σύµβολο 
�� συµβολίζει τὸν µέγιστο ἀκέραιο, ὁ ὁποῖος δὲν
ὑπερβαίνει τὸν �. Γιὰ παράδειγµα, 
����� 	 � καὶ γιὰ κάθε ἀκέραιο �� 
�� 	 �.

Πρόταση 2.1.2. Μὲ τὶς ὑποθέσεις καὶ τὸν συµβολισµὸ τοῦ ϑεωρήµατος 2.1.1, ������ �� 	
������ ��.
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Συµβολισµός: Στὰ παρακάτω, γιὰ κάθε Ϲευγάρι ��� �� ὅπως στὸ Θεώρηµα 2.1.1
ϑέτοµε ���� �� 	 ��� ��.

᾿Αλγόριθµος 2.1.3. ῎Εστω ἕνα Ϲευγάρι ἀκεραίων � 	 � � �. ῾Ορίζοµε �� 	 �� �� 	 �
καί, ἐπαναληπτικά, γιὰ  	 �� �� � � � ϑέτοµε������� ��� 	 ������ �����. Τότε, σὲ κάποιο
ϐῆµα, ἔστω  	 � 	 �, εἶναι ���� 	 �, ἐνῶ � � �� � ���� � � � � � �� � �� 	 �.
Τότε, ������ �� 	 ��. Ἀκόµη, � � � ���� �� �.

῾Η ἀνισότητα γιὰ τὸ � δείχνει ὅτι ὁ ἀλγόριθµος εἶναι πολὺ γρήγορος. ῾Η ἀνισό-
τητα αὐτὴ ἀποδεικνύεται εὔκολα, ἂν ἀποδείξετε πρῶτα ὅτι γιὰ κάθε  	 �� � � � � ���
ἰσχύει ���� � ������. Αὐτή ἡ τελευταία ἀνισότητα, µὲ τὴ σειρά της, ἀποδεικνύ-
εται ἂν ξεχωρίσετε τὶς περιπτώσεις �� � ������ καὶ �� � ������ καί, στὴ δεύτερη
περίπτωση, νὰ κάνετε χρήση τῆς σχέσης ���� 	 ���� � ������. %

῎Ασκηση 5. Μὲ τὸν συµβολισµὸ καὶ τὶς ὑποθέσεις τοῦ Ἀλγορίθµου 2.1.3, ἀποδεῖξτε
ὅτι ���� � � � ������ � �. Μὲ τὴ ϐοήθεια αὐτῆς τῆς σχέσης καὶ τῆς Πρότασης 1.1.3,
ἀποδεῖξτε µετά, ὅτι τὸ κόστος τῆς ὅλης διαδικασίας τοῦ Εὐκλειδείου Ἀλγορίθµου εἶναι
����� � ��� ��.

᾿Αλγόριθµος 2.1.4. (Μὲ τὸν συµβολισµὸ τοῦ ϑεωρήµατος 2.1.1.)
῾Ο ἑξῆς ἀλγόριθµος ὑπολογίζει ἀκεραίους �� �, τέτοιους ὥστε �� � �� 	 ������ ��:
῾Ορίζοµε ��� 	 �� �� 	 � καὶ ἀναδροµικά, γιὰ  	 �� � � � � �,

�� 	 ���� � ���������� �

Τότε, ������ ��� 	 ������ ��.

Ἀπόδειξη : ∆εῖξτε ἐπαγωγικὰ ὅτι, γιὰ  	 �� � � � � � ἰσχύει �� 	 �������� �
��������.

῎Ασκηση 6. Μὲ τὸν συµβολισµὸ καὶ τὶς ὑποθέσεις τῶν 2.1.3 καὶ 2.1.4, ἀποδεῖξτε
πρῶτα ὅτι, γιὰ  	 �� � � � � � τὸ πρόσηµο τοῦ �� εἶναι ἐναλλάξ ����� καὶ ������ � ����
γιὰ  	 �� � � � �. Μετά, ἀποδεῖξτε ὅτι ���� 	 ������� ���������� γιὰ ὅλα τὰ  	 �� � � � � �.
Τέλος, ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ κόστος ὑπολογισµοῦ τῶν ����� �� εἶναι ��� � ��� �.

2.2 ῞Υψωση σὲ δύναµη, εὕρεση ἀντιστρόφου, ταυτόχρονες ἰσοδυνα-
µίες

᾿Αλγόριθµος 2.2.1. ῎Εστω ��� �� ἀντιµεταθετικὴ ἡµιοµάδα µὲ οὐδέτερο στοιχεῖο,
συµβολιζόµενο � (δηλαδή, ἰσχύουν τὰ ἀξιώµατα τῆς ἀβελιανῆς ὁµάδας ἐκτός, ἴσως,
ἀπὸ τὴν ὕπαρξη ἀντιστρόφου). Τότε, γιὰ δοθὲν � � � καὶ ἐκθέτη � � �, ὁ παρακάτω
ἀλγόριθµος ὑπολογίζει τὸ �� κάνοντας πράξεις, ποὺ τὸ πλῆθος τους εἶναι τῆς τάξεως
���� �:
Χρησιµοποιεῖς τὶς ϐοηθητικὲς µεταβλητὲς Æ� � καὶ �.
Ἀρχικὸ ϐῆµα: Æ  �� � �� � �.
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᾿Ενόσῳ τὸ � � � κανε:
αν � περιττός, Æ  Æ � � τελος αν
� ��, � 
����.
τελος κανε
Æ  Æ�
Τύπωσε Æ
τελος

῎Ασκηση 7. Φτιᾶξτε µία διαδικασία, ἡ ὁποία, κατὰ τὴν ἐκτέλεση τοῦ ἀλγορίθµου
2.2.1, συµπληρώνει ϐαθµιαῖα ἕνα πίνακα µὲ τὶς τιµὲς τῶν Æ� �� � καὶ κατασκευᾶστε
τὸν πίνακα �� ὅταν ὁ ἐκθέτης � εἶναι κάποιος συγκεκριµένος 3ψήφιος ἢ 4ψήφιος
ἀκέραιος (σὲ δεκαδικὸ σύστηµα).

῎Ασκηση 8. Ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ πλῆθος τῶν ϐηµάτων τοῦ Ἀλγορίθµου 2.2.1 εἶναι
����� ��. (ϐ΄) ῎Εστω ὅτι οἱ 
��� � εἶναι ϕυσικοὶ ἀριθµοὶ καὶ � � � � 
. Ἀποδε-
ῖξτε ὅτι τὸ κόστος ὑπολογισµοῦ τοῦ �� 
�� 
 εἶναι ����� � �
�������
� ��� ���.

Εὕρεση ἀντιστρόφου 
�� 
. Ἂν ὁ ἀκέραιος � εἶναι πρῶτος πρὸς τὸν
, τότε,
ἀπὸ τὸΘεώρηµα τοῦ Euler ����� � � �
�� 
�, ἄρα, στὴν ὁµάδα��

�, ������� 	 ���.
῾Η ὕψωση σὲ δύναµη γίνεται ταχύτατα µὲ τὸν Ἀλγόριθµο 2.2.1. ῞Οµως, στὴν πε-
ϱίπτωση ποὺ ὁ 
 εἶναι πολὺ µεγάλος καὶ ἔχει κάποιους πολὺ µεγάλους πρώτους
διαιρέτες, εἶναι ἀδύνατον, ἀπὸ πρακτικὴ ἄποψη, νὰ ὑπολογίσοµε τὸν ��
�, διότι ὁ
µόνος µέχρι σήµερα2 γνωστὸς τρόπος γιὰ τὸν ὑπολογισµὸ τοῦ ��
� ϐασίζεται στὴ
γνώση τῶν πρώτων διαιρετῶν � τοῦ 
:

��
� 	 

�
���

�
��

�

�

�
�

Ἀντίθετα, ὁ Ἀλγόριθµος 2.1.4 δὲν ἀπαιτεῖ αὐτὴ τὴ γνώση, εἶναι ταχύτατος, ἐπίσης,
καὶ µᾶς δίνει ἀκεραίους �� �, τέτοιους ὥστε, �� �
� 	 �, ἄρα �� � � �
�� 
�,
δηλαδή, στὴν ὁµάδα ��

�, � 	 ���.

῎Ασκηση 9. Ἀποδεῖξτε ὅτι, γιὰ � � � � 
 καὶ ������
� 	 �, τὸ κόστος ὑπολογισµοῦ
τοῦ ��� 
�� 
 εἶναι ������
�.

᾿Ερχόµαστε τώρα στὶς ταυτόχρονες ἰσοδυναµίες. Τὸ πρόβληµα εἶναι τὸ ἑξῆς :
∆ίνονται ἀριθµοὶ 
��
�� � � � �
	 ἀνὰ δύο πρῶτοι µεταξύ τους, τυχόντες ἀκέραιοι
��� ��� � � � � �	 καὶ Ϲητεῖται ἀκέραιος �, τέτοιος ὥστε, συγχρόνως νὰ ἰσχύουν οἱ σχέσεις

� � �� �
�� 
�� � � �� �
�� 
�� � � � � � �	 �
�� 
	� � (1)

Λόγου χάρη (κλασικὸ πρόβληµα), οἱ ἄνδρες ἑνὸς τάγµατος τοποθετοῦνται σὲ 5άδες
καὶ περισσεύεουν δύο, τοποθετοῦνται σὲ 6άδες καὶ περισσεύει ἕνας, τοποθετοῦνται
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σὲ 7άδες καὶ περισσεύεουν τρεῖς. Ἂν τὸ πλῆθος τῶν ἀνδρῶν εἶναι µεταξὺ 300 καὶ
400, ποιὸ ἀκριβῶς εἶναι τὸ πλῆθος τους ;
Σχετικὰ µὲ τὴν ἐπίλυση τοῦ συστήµατος 1 ἰσχύει τὸ ἑξῆς

Θεώρηµα 2.2.2. (Κινέζικο Θεώρηµα ῾Υπολοίπων) Μὲ τὶς παραπάνω ὑποθέσεις γιὰ τὰ

�� � � � �
	 καὶ ��� � � � � �	, ϑέτοµε


 	 
�
� � � �
	 � �� 	




�

� � �
� ����

� �
�� 
�� � 	 �� �� � � � � �� �

Τότε ὁ
� 	 �����

�
� � �����

�
� � � � �� �	�	�

�
	

εἶναι λύση τῆς (1). Ἂν � εἶναι, ἐπίσης, λύση τῆς (1), τότε � � � �
�� 
�.

῾Η ὑπόθεση γιὰ τοὺς 
��
�� � � � �
	, νὰ εἶναι ἀνὰ δύο πρῶτοι µεταξύ τους,
εἶναι πολὺ οὐσιαστική ! Εἶναι πολὺ ἰσχυρότερη ἀπὸ τὴν ὑπόθεση ὅτι οἱ ἀριθµοὶ
αὐτοὶ εἶναι πρῶτοι µεταξύ τους. Γιὰ παράδειγµα, οἱ 10,15,49 εἶναι πρῶτοι µεταξύ
τους ( ὁ µόνος κοινὸς καὶ στοὺς τρεῖς διαιρέτης εἶναι ὁ 1), ἐνῶ, ἀνὰ δύο, δὲν εἶναι
πρῶτοι µεταξύ τους, ἀφοῦ ���� ��� 	 �.

Παρατηρῆστε ὅτι κάθε�� ἔχει παράγοντες ὅλα τὰ

 πλὴν τοῦ 
�, Εἰδικώτερα,
µὲ ϐάση καὶ τὴν ὑπόθεσή µας, αὐτὸ σηµαίνει ὅτι ����
�� 	 �, ἄρα ἐξασφαλίζεται
ἡ ὕπαρξη τοῦ � �

� καὶ ὁ ὑπολογισµός του γίνεται πολὺ γρήγορα, ὅπως σχολιάσαµε
παραπάνω, χάρη στὸν Ἀλγόριθµο 2.1.4.
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• Ν.Γ. Τζανάκης Σηµειώσεις Θεωρίας Ἀριθµῶν (στὴν προσωπικὴ ἰστοσελίδα),
κεφάλαιο 1.

6


