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>Ασκήσεις τῆς 6ης ἑβδομάδας

38. ^Εστω S = {a/(2µ3ν) : a ∈ Z, µ, ν ∈ N0}.

(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ S εἶναι ὑποδακτύλιος τοῦ Q καὶ τὸ Z εἶναι ὑποδακτύλιος τοῦ S .
(βʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι S ∗ = {2m3n : m, n ∈ Z}.

39. ^Εστω δακτύλιος R. >Αποδεῖξτε ὅτι στὸν R ἰσχύει ἡ ταυτότητα (a + b)2 = a2 + 2a · b + b2

(‘‘ταυτότητα’’ σημαίνει ὅτι ἡ σχέση ἰσχύει γιὰ ὅλα τὰ a, b ∈ R) ἂν καὶ μόνο ἂν ὁ R εἶναι

μεταθετικὸς δακτύλιος.

40. ^Εστω R δακτύλιος μὲ μοναδιαῖο. >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ σύνολο τῶν μονάδων (= αντιστρέψιμων

στοιχείων) R∗ εἶναι κλειστὸ ὡς πρὸς τὸν πολλαπλασιασμὸ καὶ τὸ ἀντίστροφο, δηλαδή: _Αν
r1, r2 ∈ R∗, τότε r1r2 ∈ R∗ καὶ ἂν r ∈ R∗, τότε r−1 ∈ R∗. Παρατηρῆστε ὅτι, βάσει τοῦ πρώτου,
ἂν r ∈ R∗ καὶ n ∈ N0, τότε rn ∈ R∗.

41. ^Εστω ὅτι ὁ ἀκέραιος d > 1 δὲν εἶναι τετράγωνο ἀκεραίου. >Απὸ ἄσκηση τῆς προηγούμενης
ἑβδομάδας ξέρομε ὅτι τὸ Z[

√
d] = {a+ b

√
d a, b ∈ Z} εἶναι δακτύλιος (ὑποδακτύλιος τοῦ R

ἐν προκειμένῳ).

(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι, ἂν ε = a + b
√

d ∈ Z[
√

d]∗, τότε ὅλες οἱ δυνάμεις εn
, n ∈ Z, εἶναι

διαφορετικές.

<Υπόδειξη: Χρησιμοποιεῖστε τὴν προηγούμενη ἄσκηση. >Επίσης, θὰ παίξει ρόλο τὸ ὅτι d > 1, ὁπότεZ[
√

d] ⊂ R.

(βʹ) Παρατηρῆστε ὅτι, ἂν x = a, y = b εἶναι ἀκέραια λύση τῆς ἐξίσωσης x2 − dy2 = 1 ἢ τῆς

ἐξίσωσης x2 − dy2 = −1, τότε τὸ a + b
√

d ∈ Z[
√

d] εἶναι μονάδα τοῦ δακτυλίου Z[
√

d].
(γʹ) Παρατηρῆστε ὅτι 2 +

√
5 ∈ Z[

√
5]∗ καὶ ὑπολογῖστε τὸ (2 +

√
5)3

. Εἶναι αὐτὸ μονάδα

τοῦ Z[
√

5];
(δʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ S 1 = {5a + b

√
5 : a, b ∈ Z} εἶναι ὑποδακτύλιος τοῦ Z[

√
5] καὶ S ∗1 = ∅.

(εʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ S 2 = {3a + b
√

5 : a, b ∈ Z} δὲν εἶναι ὑποδακτύλιος τοῦ Z[
√

5].

42. Τὸ κέντρο C(R) ἑνὸς δακτυλίου R ὁρίζεται ὡς ἑξῆς: C(R) = {a ∈ R : a · r = r · a ∀r ∈ R}.
Παρατηρῆστε ὅτι 0R ∈ C(R), ἄρα C(R) , ∅.
(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι τὸ C(R) εἶναι ὑποδακτύλιος τοῦ R. >Ισχύει C(R) = R ἂν καὶ μόνο ἂν ὁ R
εἶναι μεταθετικὸς δακτύλιος.

(βʹ) ^Εστω ὁ δακτύλιος M2(R) τῶν 2 × 2 πινάκων πραγματικῶν ἀριθμῶν. >Αποδεῖξτε ὅτι

C(M2(R)) =
{(

a 0
0 a

)
: a ∈ R

}
.

<Υπόδειξη: Τὸ ὅτι τὸ ἀριστερὸ μέλος περιέχει τὸ δεξιὸ εἶναι εὔκολο ν’ ἀποδειχθεῖ. Γιὰ ν’ ἀποδείξετε τὸ

ἀντίστροφο, θὰ ὑποθέσετε ὅτι ὁ πίνακας A =
(

a b
c d

)
∈ C(M2(R)). Αὐτὸ σημαίνει ὅτι AB = BA γιὰ κάθε

B ∈ C(M2(R)), ἄρα ἡ σχέση αὐτὴ ἰσχύει γιὰ ὁποιονδήποτε εἰδικὸ πίνακα B. Πάρετε, γιὰ B τον πίνακα(
0 1
−1 0

)
∈ C(M2(R)) καὶ ὕστερα τὸν πίνακα

(
1 0
−1 0

)
∈ C(M2(R)).

>Αναφορὲς
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