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>Ασκήσεις τῆς 12ης ἑβδομάδας

89. Σ’ αὐτὴ τὴν ἄσκηση κάνετε click στὸν Πινακα πολλαπλασιασμου της S 4.

(αʹ) Κάνοντας χρήση τοῦ πίνακα καὶ τοῦ «κριτηρίου ὑποομάδων» ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ

H = {1, (1 2 3), (1 3 2), (1 2), (1 3), (2 3)} εἶναι ὑποομάδα τῆς S 4 (τὸ 1 συμβολίζει τὴν

ταυτοτικὴ μετάθεση).

(βʹ) <Υπολογῖστε τὴν ἀριστερὴ καὶ τὴ δεξιὰ κλάση τοῦ (1 2 3 4) ∈ S 4 ὡς πρὸς τὴν H καὶ

διαπιστῶστε ὅτι εἶναι διαφορετικές. Εἶναι ξένες;

(γʹ) Θέσετε (1 2 3) = a, (1 2) = b καὶ ἐκφρᾶστε ὅλες τὶς μεταθέσεις τῆς H συναρτήσει

τῶν a, b. Διαπιστῶστε ὅτι a3 = 1, b2 = 1 καὶ ba = a2b. Θυμηθῆτε ὅτι ἡ διεδρικὴ ὁμάδα
βαθμοῦ 3 εἶναι ἡ D3 = 〈a, b | a3 = 1 = b2, ba = a2b〉 καὶ ἐξ αὐτοῦ συμπεράνατε ὅτι

H � D3.

90. Σ’ αὐτὴ τὴν ἄσκηση κάνετε click στὸν Πινακα πολλαπλασιασμου της S 4.

(αʹ) Κάνοντας χρήση τοῦ πίνακα καὶ τοῦ «κριτηρίου ὑποομάδων» ἀποδεῖξτε ὅτι τὸ

K = {1, (3 4), (1 2), (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 3 2 4), (1 4 2 3), (1 4)(2 3)}

εἶναι ὑποομάδα τῆς S 4 (τὸ 1 συμβολίζει τὴν ταυτοτικὴ μετάθεση). Ποιὸς εἶναι ὁ δείκτης
[G : K] τῆς K στὴ G;

(βʹ) <Υπολογῖστε ὅλες τὶς ἀριστερὲς καὶ ὅλες τὶς δεξιὲς κλάσεις τῆς S 4 ὡς πρὸς τὴν K.
Εἶναι ἡ K κανονικὴ ὑποομάδα τῆς G;

(γʹ) Θέσετε (1 3 2 4) = a, (3 4) = b καὶ ἐκφρᾶστε ὅλες τὶς μεταθέσεις τῆς K συναρτήσει

τῶν a, b. Διαπιστῶστε ὅτι a4 = 1, b2 = 1 καὶ ba = a3b. Θυμηθῆτε ὅτι ἡ διεδρικὴ ὁμάδα
βαθμοῦ 4 εἶναι ἡ D4 = 〈a, b | a4 = 1 = b2, ba = a3b〉 καὶ ἐξ αὐτοῦ συμπεράνατε ὅτι

K � D4.

91. ^Εστω ὁμάδαG καὶ H ὑποομάδα τῆςG, τῆς ὁποίας ὁ δείκτης στὴG εἶναι 2 ([G : H] = 2).
>Αποδεῖξτε ὅτι H CG.

<Υπόδειξη. <Υπάρχουν δύο ἀκριβῶς ἀριστερὲς κλάσεις. <Η μία εἶναι ἡ H. >Εξηγῆστε γιατὶ ἡ δεύτερη

ταυτίζεται μὲ τὸ σύνολο G r H. Κάνετε ἀνάλογο συλλογισμὸ καὶ γιὰ τὶς δεξιὲς κλάσεις.

92. ^Εστω ὁμάδα G, τῆς ὁποίας ἡ τάξη εἶναι πρῶτος ἀριθμός.

(αʹ) >Αποδεῖξτε ὅτι ἡ μόνη γνήσια ὑποομάδα τῆςG εἶναι ἡ τετριμμένη (αὐτὴ ποὺ περιέχει

μόνο τὸ οὐδέτερο στοιχεῖο).

<Υπόδειξη. _Αν H ≤ G, τότε, ἀπὸ τὸ Θεώρημα τοῦ Lagrange, ἡ τάξη τῆς H . . . .

(βʹ) Βάσει τοῦ (αʹ) ἀποδεῖξτε ὅτι ἡ G εἶναι κυκλική, δηλαδή, κάθε ὁμάδα, τῆς ὁποίας ἡ

τάξη εἶναι πρῶτος ἀριθμός, εἶναι κυκλική.

<Υπόδειξη. ^Εστω |G| = p, ὅπου ὁ p εἶναι πρῶτος, καὶ ὁποιοδήποτε a ∈ G, πλὴν τοῦ οὐδετέρου. Θεωρῆστε

τὴν ὑποομάδα 〈a〉 τῆς G.

93. ^Εστω ὅτι H1,H2 εἶναι ὑποομάδες τῆς ὁμάδας G, μὲ |H1| = m, |H2| = n καὶ (m, n) = 1.
Δεῖξτε ὅτι H1 ∩ H2 εἶναι ἡ τετριμμένη ὑποομάδα τῆς G.
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94. ^Εστω ὁμάδα G τάξεως pm
, ὅπου ὁ p εἶναι πρῶτος καὶ m ≥ 1. Δεῖξτε ὅτι ὑπάρχει

στοιχεῖο τῆς G μὲ τάξη p.
<Υπόδειξη. ^Εστω ὅτι ἡ G εἶναι πολλαπλασιαστικὴ ὁμάδα καὶ a ∈ G, a , 1. Δεῖξτε ὅτι τάξη (a) = pk

γιὰ

κάποιο k ∈ {1, . . . ,m}. _Αν k ≥ 2, ποιὰ εἶναι ἡ τάξη τοῦ apk−1
;

95. >Αποδεῖξτε ὅτι ἡ ἀντιστοιχία Z4 3 [k] 7→ ik ∈ C∗ εἶναι μία καλὰ ὁρισμένη ἀπεικόνιση

φ : Z4 → 〈i〉, ἡ ὁποία εἶναι ἰσομορφισμὸς ὁμάδων. Συμπληρῶστε τοὺς πίνακες πράξεων
αὐτῶν τῶν ὁμάδων

+ [0] [1] [2] [3]
[0]
[1]
[2]
[3]

· φ([0]) φ([1]) φ([2]) φ([3])
φ([0])
φ([1])
φ([2])
φ([3])

(στὸν δεξιὸ πίνακα ἀντικαταστῆτε τὰ φ([k]) μὲ τὶς τιμές τους). Στὴ συνέχεια κάνετε τὸ

ἑξῆς: Στὸν ἀριστερὸ πίνακα βάλετε ὅπου [0], [1], [2], [3] τὰ σύμβολα e, a, b, c, ἀντιστοί-
χως καὶ στὸν δεξιὸ πίνακα βάλετε ὅπου φ([0]), φ([1]), φ([2]), φ([3]), πάλι τὰ σύμβολα

e, a, b, c, ἀντιστοίχως. Παρατηρῆστε ὅτι οἱ πίνακες ποὺ θὰ προκύψουν μετὰ τὶς ἀντικα-

ταστάσεις αὐτὲς εἶναι ἴδιοι. Αὐτὸς εἶναι ἕνας ἄλλος τρόπος νὰ ‘‘δοῦμε’’ τὴν ἰσομορφία

Z4 � 〈i〉.

96. <Υπολογῖστε ὅλες τὶς ὑποομάδες τῆς (Z12,+) καὶ κατασκευᾶστε τὸ σχετικὸ «διάγραμμα
ὑποομάδων».

>Απάντηση:

τάξη

12 Z12

6 〈[2]〉

4 〈[3]〉

3 〈[4]〉

2 〈[6]〉

1 〈[0]〉

>Ανάλογο ζήτημα γιὰ τὶς (προσθετικὲς) ὁμάδες Z13, Z15 καὶ Z16.
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>Αναφορὲς
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